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Grenzschichten in Flüssigkeiten mit kleiner Reibung. 

Von H. Blasiüs in Göttingen. 

Einleitung. 

1. Die Wirbel, die in strömendem Wasser hinter festen Körpern 
entstehen, werden weder durch die Lösung der Potentialtheorie, noch 
durch die Helmholtz sehen Strahlen richtig dargestellt: Der Potential- 
theorie ist es unmöglich, die Bedingung zu erfüllen, daß das Wasser 
an den benetzten Körpern haftet; und ihre Lösungen der hydrodyna- 
mischen Grundgleichungen stimmen nicht mit der Beobachtung überein, 
daß sich an einer bestimmten Stelle die Strömung vom Körper ablöst 
und eine stark wirbelnde Grenzschicht in die freie Strömung hinaus- 
sendet. Die Helmholtzsche Theorie der Strahlen versucht diesen 
letzteren Effekt in der Weise nachzubilden, daß sie längs einer Strom - 
kurve zwei Potentialströmungen, Strahl und ruhendes Wasser, nicht- 
analytisch aneinandersetzt. Die Zulässigkeit dieses Verfahrens wird 
dadurch begründet, daß beim Drucke Null, der an der genannten 
Stromkurve herrschen soll, der Zusammenhang der Flüssigkeit und 
damit der Einfluß benachbarter Teile aufeinander aufgehoben ist. In 
Wirklichkeit aber ist an diesen Grenzen der Druck durchaus nicht 
Null, sondern kann sogar beliebig geändert werden. Überdies erfüllt die 
Helmholtzsche Theorie mit ihren Potentialströmungen nicht die Be- 
dingung des Haltens und erklärt nicht die Entstehung der Wirbel, denn 
bei allen diesen Problemen ist nach dem Wirbelsatz die Berücksichtigung 
der Reibung prinzipiell erforderlich. 

Wenn wir z. B. einen Zylinder in fließendes Wasser tauchen, 
so wird vor ihm die Strömung qualitativ dem bekannten Potential 
entsprechen: an der Zylinderwand dagegen bildet sich, da das Wasser 
am Zylinder haftet, eine Grenzschicht aus, in der die Geschwindigkeit 
vom Werte Null an der Wand zu dem durch die Potentialströmung 
gegebenen Wert ansteigt. In dieser Grenzschicht spielt wegen des 
starken Geschwindigkeitsgefälles die Reibung eine wesentliche Rolle, 
von ihr hängt es auch ab, wie weit sich der die Geschwindigkeit 
vermindernde Einfluß der Wand, der ja durch Schubkräfte vermittelt 
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werden muß, in die Flüssigkeit hineinerstreckt, d. h. wie dick die 
Grenzschicht wird. Daß sich an einer gewissen Stelle die äußere 
Strömung ablöst, und das an der Grenze in starke Rotation versetzte 
Wasser ins Freie hinausführt, muß aus den Vorgängen in der Grenz- 
schicht zu erklären sein. 

Die exakte Behandlung dieser Frage ist zuerst Ton Prandtl 1 ) 
in Angriff genommen. Seine Erklärung der Ablösung ist unten 
(3) wiedergegeben. Da die Integration der hydrodynamischen Glei- 
chungen mit Reibung ein zu schwieriges Problem ist, so ist in 
der genannten Arbeit die innere Reibung als klein vorausgesetzt, 
während die Bedingung des Haltens an der Grenzfläche beibehalten 
wird. In der vorliegenden Arbeit werden im Anschluß an die ge- 
nannte Abhandlung auf Grund der so vereinfachten hydrodyna- 
mischen Gleichungen einige Probleme durchgerechnet, die sich auf 
die Ausbildung der Grenzschichten an festen Körpern und die Ent- 
stehung der Ablösung von Strahlen aus diesen Grenzschichten heraus 
beziehen Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich Herrn Prof 
PrandtL 

8 Wir nehmen also mit Prandtl (L c.) die Konstante der inneren 
Reibung als klein an; die Grenzschichten werden dann entsprechend dünn, 
die Flüssigkeit behält ihre normale (Potential) Geschwindigkeit bis nahe 
an die Grenzfläche heran bei. Trotzdem muß natürlich der Abfall der Ge- 
schwindigkeit bis zum Werte Null und, wie die Rechnung zeigen wird, die 
in dieser Grenzschicht stattfindende Ablösung bestehen bleiben, d, h. wir 

kommen auch bei beliebig kleiner Reibung 
nicht vollständig auf die Potential st römung 
zurück, sondern die Ablösung und die durch 
sie bewirkte Umgestaltung der Strömung 
hinter dem Körper bleibt auch bei beliebig 
kleiner Reibung bestehen. — Wir beschränken uns auf zweidimensionale 
Probleme und verwenden Koordinaten , die parallel und senkrecht zur 
Grenze verlaufen (Bogenlänge und normaler Abstund), Trotz der 
Krümmung derselben wird sich der Typus der Grundgleichungen in 
dem kleinen Raum der Grenzschicht nicht merklich von dem für 
rechtwinklige Koordinaten entfernen. Die Größenordnung der Dicke 
der Grenzschicht sei £, dann wird, da die Geschwindigkeit u auf dieser 

Strecke von Null zu normalen Werten ansteigen soll: sp ^ - f |~i rw_ i^ 
«, sj, a , s-=|. haben normalen Wert, aus der Kontinuitätsgleichung 



Fig. i. 



1) Verhdlg. d. intern. Math. Kongr, 1904. 
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dv 
folgt dann «- ~ 1 , und durch Integration v ~ s. Die Glieder in den 

Grundgleichungen erhalten hiernach folgende Größenordnung 1 ): 

(du , du , du\ dp , 7 (d*u , f tt\ 
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Die Reibung gewinnt Einfluß, wenn wir Je ~ e* setzen; dies liefert 
uns den Zusammenhang der Dicke der Grenzschicht mit der Kleinheit 
der Beibungskonstante. In der ersten Gleichung fällt dann d*ujdv? gegen 
die übrigen Glieder fort; in der zweiten Gleichung bleibt allein stehen: 
dp/dy ~ e oder bei Berücksichtigung der Koordinatenkrümmung: (vergL 
Fußnote) ~ 1. In beiden Fällen ist die Abhängigkeit des Druckes 
Ton y zu vernachlässigen, da in dem kleinen Raum der Grenzschicht 
die Integration von dp/dy höchstens zu Druckunterschieden von der 
Größenordnung e 2 oder s Veranlassung geben kann, d. h. Druck und 
Druckgefalle dp/dx sind von y unabhängig, werden also der Grenzschicht 
durch die äußere Strömung „eingeprägt ." Die Geschwindigkeit der 
äußeren Strömung dicht an der Grenzschicht bezeichnen wir mit ü. 
ü ist nur als Funktion von x zu betrachten, da die eigentlich vorhandene 
Abhängigkeit von y gegen die starken Variationen in der Grenzschicht 
selbst im Sinne obiger Vernachlässigungen ignoriert werden kann; v 
ist nach obigem ~ e = ]/&, wird also mit k Null. Es bleiben uns 
also als Grundgleichungen für unsere Grenzschichten: 

(du , du , du\ (du . _du\ . 7 d*u 









du 

dx 




= 




Grenzbedingungen 
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y = 0: u 


-0 




v > 


= 


für 
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1) Die Berücksichtigung der Koordinatenkrümmung liefert, wie man durch 
Umformung der Differentialquotienten erkennt, nur in der zweiten Gleichung ein 
nicht su vernachlässigendes Glied qu'/t, wenn r der Krümmungsradius ist. Dies 
Glied ist von der Größenordnung 1. 
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Diese Gleichungen begründen gewissermaßen eine besondere Mechanik 
der Grenzschickten, da die äußere Strömung nur in „eingeprägter" Weise 
eingeht. 

3. Die qualitative Erklärung für die Ablösung der Strahlen ist 
nach Prandtl (L c.) folgende: Das Druckgefälle und somit die Be- 
schleunigung ist, vom Reibungsglied abgesehen, durch die Grenzschicht 
hindurch konstant, die Geschwindigkeit dagegen in der Nahe der Wand 
geringer. Daher wird hier bei Druckanstieg die Geschwindigkeit früher 
als draußen den Wert Null unterschreiten und so zur Rückströmung 
und Strahlbildung Veranlassung geben, wie die Geschwindigkeitsprofile 

in nebenstehender Figur (vergl. 
Prandtl 1. c.) zeigen. Die Ab- 
lösungsstelle selbst ist hiernach 
durch 

| tt = für y-0 

charakterisiert. Diese Erklärung 
arbeitet nicht, wie die Helm- 
holtzsche Strahlentheorie mit einer ad hoc gemachten Annahme, sondern 
nur mit den Vorstellungen, die unseren hydrodynamischen Gleichungen 
zugrunde liegen. Die Stromlinie, die den abgelösten Teil der Strömung 
begrenzt, geht unter einem gewissen Winkel von der Grenzfläche ab, da 
die Stromfunktion ty sich um den Ablösungspunkt [x] herum in folgender 
Weise entwickelt: 

* -«iSf 5 + <*(*-- [sDy*- 

Als weniger wichtiger Effekt ist noch vorauszusehen, daß infolge' 
der durch das Haften bewirkten Aufstauung des Wassers die Strömung 
vom Körper fortgedrängt wird. Hierdurch, sowie durch die hinter dem 
Körper eintretende Umgestaltung der Strömung wird natürlich auch 
die Strömung vor dem Körper beeinflußt, so daß die Annahme der 
Potentialströmung für quantitative Richtigkeit der Resultate nicht aus- 
reicht, und etwa durch experimentelle Aufnahme des Druckverlaufs 
ersetzt werden muß. 

I. Grenzschicht für die stationäre Bewegung an einer ebenen 
parallel den Stromlinien eingetauchten Platte. 

~ Die. Strömung fließe parallel der x- Achse. Die Platte beginnt im 
Koordinatenanfang und liegt in der positiven #-Achse. 

In diesem einfachsten Falle ist kein Druckgefälle vorhanden, also 
auch Ablösung nicht zu erwarten. Wir wollen ihn trotzdem durch- 



Von H. Blasiüs. 5 

rechnen, schon um zunächst an diesem Fall die später zu benutzenden 
Rechenmethoden zu zeigen. Die Grundgleichungen lauten hier: 

/ du , du\ , a»u 

ex ey 

Die Kontinuitätsgleichung integrieren wir durch Einführung der Strom- 
funktion i>: %<u fo 

ey ex 

Grenzbedingungen sind: 

für y = 0: u~0 v - 
für y = oo: ti =*= w, konstant. 

1. Nach dem Prinzip der mechanischen Ähnlichkeit können wir 
unsere Gleichungen Vereinfachen, wenn wir eine. Ähnlichkeitstrans- 
formation kennen, welche Differentialgleichungen und Grenzbedingungen 
in sich überführt: Multiplizieren wir x, y } u, v, f mit den Faktoren 
x q> V<» u o> v o> &0* B0 erhalten wir: 

als Bedingungen dafür, daß erstens das Problem und seine Lösung in sich 
übergeführt wird, und daß zweitens durch die Transformation q, Je, 
ü = 1 geworden sind. Die vier soeben gewonnenen Gleichungen lassen 
uns noch einen Freiheitsgrad in der Auswahl der Faktoren x , y , u , v w # . 
Die drei letzten Gleichungen bestimmen die Faktoren, die u, v, 4> bei 
der Ähnlichkeitstransformation annehmen; die erste sagt aus, daß die 

gesuchte Lösung des Problems in sich übergeht, wenn nur: ~-^ ü =«l 

K Xq 

ist; d. h.: unter Rücksicht auf die Faktoren, die u, v, ^ annehmen, kann 

der Zustand nur von V abhängen. Durch diese Überlegung haben 

wir die Anzahl der unabhängigen Veränderlichen reduziert. Wir führen 
daraufhin ein: , _ 

6 ~ 2 V "h yi- 
i wird dann allein Funktion von j; und ferner ist: 
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert: 

Grenzbedingungen : 

fttr £ — 0: £' = £ =* ans «-0;t;-0; 

für | — oo: f — 2 ans u = «. 

2. Zur Integration dieser und späterer Gleichungen müssen wir 
Reihenentwicklungen benutzen: und zwar Potenzentwicklungen um g = 0, 
asymptotische Näherungen für | = oo. Da Grenzbedingungen an beiden 
Stellen gegeben sind, so bleiben eine bez. zwei Integrationskonstanten 
in den beiderseitigen Entwicklungen stehen. Sie werden dadurch be- 
stimmt, daß beide Entwicklungen an einem beliebigen Punkt im Funk- 
tionswert £, erstem und zweiten Differentialquotienten übereinstimmen 
müssen. Die Übereinstimmung in sämtlichen Differentialquotienten ist 
dann durch die Differentialgleichung gewährleistet. 

3. Potenzent wicklung der Lösung obiger Gleichung: 

er - - r 

um $ — mit den Grenzbedingungen an dieser Stelle: 

t' - % - 

geschieht durch den Ansatz: 

b Zü \ L > (3n + 2)! 5 


der so gewählt ist, daß die zu bestimmenden Koeffizienten c n ganze 
positive Zahlen werden, was ihre Berechnung vereinfacht. Der Faktor 
a n+1 bringt die Art des Eingehens der Integrationskonstante a zum 
Ausdruck: c 0} welches sonst als solche auftreten würde, kann nunmehr 
— 1 gesetzt werden. Es ergibt sich für die c n die Rekursionsformel: 

n-l 


Die ersten so berechneten Koeffizienten sind: 

c =l ^-l c 2 = ll Cj = 375 c 4 = 27897 

c ß = 3 817 137 c % - 865 874115 c, - 298 013 289 795. *) 

Wegen der Konvergenz ist zu beachten, daß wir in obigen Ansatz als 
Nenner (3n + 2)! eingestellt haben. £' und f" sind leicht zu bilden. 

1^ Die Koeffizienten c 6 und c, sind in meiner Dissertation falsch angegeben. 
Auf die Zahlen in Absatz S hat dieser Fehler erst in der vierten Dezimale Einfluß. 
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4. Bei der asymptotischen Näherung für g tritt eine Integrations- 
konstante additiv zu |, da 

für % = 00: f-2 

also: £ = 2£ + const. — 2r\ 

ist, wodurch 17 als neue, gegen $ verschobene Koordinate eingeführt ist. 
Wir setzen nun, um eine erste Korrektion ^ zu berechnen: 

C - »* + 6 
und erhalten unter Vernachlässigung der Quadrate der Korrektionen: 

und hieraas durch Integration: 

& - yfdr i je-'rdr l = mjr+dn + {• «-<• 



K-f/r 



OD 

Zur Berechnung weiterer Glieder der asymptotischen Näherung 
verfahrt man allgemein so, daß man weitere kleine Korrektionen g„ 
hinzufügt und ihre Quadrate vernachlässigt. Man erhält so lineare 
Differentialgleichungen für die £„, deren linke, homogene Seite stets 
die gleiche ist, während rechts als „eingeprägte Kraft" der Fehler 
erscheint, den die Summe der vorhergehenden Näherungen, in die 
Differentialgleichung eingesetzt, übrig läßt. 

5. Wir kommen hier schneller durch folgende Überlegung zum Ziel: 
Die Differentialgleichung für £ x : 

2< C 

geht aus unserer ursprünglichen Gleichung: 

gr=-r 

dadurch hervor, daß wir links für g die gröbste Näherung £ = 2q 
einsetzen. Offenbar hat also £ an dieser Stelle den geringsten Ein- 
fluß und wir wollen unsere Differentialgleichung formal so integrieren, 
als ob £ an dieser Stelle bekannt wäre. Wir erhalten: 



t —J ärjj drje 



rfl*n 
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Die 3 Integrationskon8tanten stecken in den beliebigen unteren 
Grenzen. Setzen wir rechts £=»217, so erbalten wir links, wie oben, 
gj; setzen wir dagegen rechts g=*2iy + f 1 , so wird: 

t=fdr i fdrie-'?e-St ld ' 1 
oder unter Rücksicht auf die Grenzbedingungen 

g = 2^ + yjdrij drie-r(\ -j^dy) 

OD 00 OD 

= 2r] + t, - yJd V Jdr,e-'rJt 1 d T 

OD OD OD 

Es ist also die zweite asymptotische Näherung: 

^ Ä _ y*Jdrifdri • e~ ^fdrifdrife-^dri. 

oo oo ao 00 00 

Durch partielle Integrationen erhalten wir hieraus: 
&' = - £( 21 ?' + l)e-+fe-+dii - £ n e-** 

00 

«-£*«-<' fe-tdv - r l [fe- *dr, }' + £«-■* 

00 00 

b = - ^e-fje-fdt, - £ij {/«-«•*} }' + ^fe-'^dr, . 

oo 00 00 

6. Über solche Integrationen läßt sich allgemein folgendes aus- 
sagen: Nach der durch partielle Integration zu gewinnenden Formel: 

fe-i*r} n dr) = — \if- 1 e-* + -j*J*e-'rir-*dfi 

00 oo 

läßt sich jedes Integral dieser Form zurückführen auf die beiden 
Funktionen e~*? und / e~^dri, multipliziert mit Potenzen von 17. Haben 

00 

wir mehrere übereinandergeschachtelte Integrale, wie oben, so formen 
wir zunächst, wenn nötig, das innerste in der angegebenen Weise um: 
Unter dem vorletzten Integralzeichen steht dann als Integrand e~** oder 

) e'^dri mit Potenzen multipliziert. Ersteres liefert keine neue 
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Schwierigkeit, letzteres können wir durch partielle Integration auf 
die beiden Funktionen er? und I e"^drj zurückführen: 

fdrife-fdri = rije"^dri + \e~* 

OD OD OO 

Jrjdrjfe'-^drj — \n % Je—rdn — ±fe-fdri + \ne~- 1 ? 

OO 00 OD OO 



usw. 



Kann, wie oben, der Integrand quadratisch in e~f sein, so haben 
wir folgende vier Typen zu unterscheiden: 

«-»*, e-fje-fdri, { /«- *Vfy ) \ fe'^drj 

multipliziert mit Potenzen von 17. Der erste und vierte Typus liefert 
nichts Neues. Für den zweiten schaffen wir uns durch partielle Inte- 
gration die Formel: 

n v ' n y j 

j e-fdrjj e-^dri = [J e"^drjj — J e~+diijc-fdri 

OD OO 00 OO * 

ft-+dnfe-+d n - i[fe-*dt, }' 



oder: 



und weiter: 



fr J e-'fdriJ*e-'?dri \e~+fe-+dn + \je~**dr\ 

oo 00 00 oo 



U8W. 

Ebenso für den dritten Typus: 



jlfe-rdtiYdri - rj {fe-fdr} )' + e-*Je-*d-q -fe-^drt 

ao 00 00 00 00 

/ (/«"'«M V* - i^ {fe-l'dv ) ' + fre-tfe-rdti 

ao 00 ao 00 

- 4 ly^"^^}^ i 6 " 2,/a usw - 
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Da durch diese Formeln neue Typen für lutegranden nicht hinzu* 
gekommen sind, so beherrschen wir mit den angedeuteten Formel tafeln 
alle Integrale, in denen e~'f nicht mehr als zweimal vorkommt Wir 
können über solche Funktionen beliebig viele aufeinanderfolgende 
Integrationen ausführen; die eingehenden Potenzen von vj sind un- 
beschränkt. — In dieser Weise sind die Formeln für £ s in (5) gewonnen. 
Auch später werden uns diese Integrationen begegnen. — Da der Typus 
des Integra tionsresultates hiermit bekannt ist, kann zur Durchführung 
der Rechnung auch ein Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten 
benutzt werden, 

7. Es gelingt bei dieser Differentialgleichung auch, den Fehler zu 
bestimmen, mit dem infolge der geschehenen Vernachlässigungen unsere 
Lösung behaftet ist Leicht läßt sich feststellen, daß $j| f 2tj + £ u 
2ij + Si + £ s unter dem wahren Wert von £ bleiben; um nun auch eine 
obere Grenze zu finden, benutzen wir die, in obiger (vgl. 5), etwas ab- 
geänderter Form: 



t = 27 I + yfdfjfd7ie-^e m 



/•(t-iflrfij 



gegebene Möglichkeit, aus einer groben Annäherung eine feinere zu 
berechnen: Wir setzen rechts für £ — 2ij eine ziemlich willkürlich 
gewählte obere Grenze, z, B. das erste Glied der semi konvergenten Ent- 
wicklung von £ij — haben also die Gleichung: 

und berechnen aus dieser Antmhme eine asymptotisch feinere obere 
Grenze für £", £', £. Solange letztere unterhalb der angenommenen 
bleibt, ist sie garantiert. Die Ausrechnung ergibt [nach der all- 
gemeinen Formel: 

J * V +1 2 J n' + ' 

n - n 

m 



-/•{C-S^d., 



<e* 
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Für e & finden wir nach nebenstehender Figur als obere Grenze: 

e 9 < 1 + 6& 



6 & — , 




wobei # der größte vorkommende Wert von & ist, also dem Koordinaten- 
wert t] } für den £ gerade berechnet werden soll, entspricht. Wir 
erhalten so: 

oo x Fig. 3. 

n n 

<2fl + &+ i£— r-' 
Analog für £' und £": 

Durch genauere Ausführung 
der Integrale kann das 
Resultat leicht verschärft 
werden. 

8. Der Anschluß der beiden Entwicklungen und die Bestimmung 
der Integrationskonstanten (a, y und rj — £) vollzieht sich nun in 
folgender Weise: In die Potenzentwicklung (3) führen wir ein, um die 
Integrationskonstante a herauszuheben: 

V« 
und erhalten so: 

S-it'-ijc-i)",-,-;;-^'"' 

a 

** z _ * f' Vr 1V» c * Y 8 » 



Die Verschiebung von 17 gegen j; bringen wir durch Einführung 
der Integrationskonstanten ß: 

yä • rj — -X" — j8 



ji Flungkaäm oft kleiner Reibung. 
Aus^mcs. *Veaa wir jetzt noch you der asymptotischen 

> Ä - — ^ — at 

^.ss.--. nt, -w au.«a vir iea &buml Formelapparat beisammen. — 
\ - ^r. ■ -■ ^i» 'üx r .- 1 usi ?*sn» Zti&rantzalqaotienten untenstehendes 
. «.->•■ ..-a. tr •» it i»r»a •» .^wiue W*r«e angegeben sein mögen: 

\ - ^ V :.i 1.4 L9 2-0 2,05 2,1 



-2T 



»4 *'.* 



».J3S i.tö 1,79 1,8561 1,94 
US? 1.50 1.53 1,5479 1,56 

'.*» 034 0*8 0,2582 0,23 

* ^ttmeu >»s " " berechnet; weitere Glieder 
tvtt.-fuivtliea ier Logarithmen der Koeffizienten 
*j» ;«* Vs^ti^;i>wa sc ui der Figur 4 bereits gut zu 



fcf^-.t 



sl % . 



t»% »npcv tisch: Z = -r • X — ß) ist, so kann 



,.^ \ . v* > %v..x s^* *. *v % uus^ *viw Xilieruag^werte für a und ß ablesen: 

e - 1,30, ß « 0,96. Zu 
M * " $ — ■ 1,00 gehört dann 

als Anschlußkoordinate 
ungefähr X = 2,05. Für 
;* ergibt sich aus den 
entsprechenden Werten 

^ ** f£bm.r-.y-0fl2. 

Die genauere Berechnung 
geschieht, indem wir a, 
y und die zu ij =«= 1 ge- 
hörige Anschlußkoordi- 
nate X durch kleine 
Korrektionen variieren 
v , *I und diese dann aus 

linearen Gleichungen be- 
*»» * s» jv v*c»dka ; gfceit tu geben, sei mitgeteilt* 



*%>* 



\v 



V< '\ 



; x ; -*»*?. 



ji» 



- - 0,479, 
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wobei die vierte Dezimale nicht mehr sicher ist. Ans der asymptotischen 
Näherung ergab sich für 17 =* 1 : (unter Benutzung von Markoff: / e~ p dt\ 

g = 2 + 0,044M. y +{2;S) y « 
r-2-^18M0.y-{Sga] y - 

C" - 0,36788 • r + { °oZn } J* 

wobei in den { } die obere Zahl von £j> die untere von der in (7) 
bestimmten oberen Grenze herstammt. (Letztere ist, wie oben erwähnt, 
ziemlich roh. Die „vorläufige Annahme" über die obere Grenze von g 
ergibt: £ < 2 + 0,092 • y. Die oberen Grenzen sind also garantiert 
vergl. [7]). Es ergibt sich als Resultat: 

a - 1,3266, X - 2,0494, y - 0,9227, (/J - 0,9508). 

Als gesichert können wir annehmen: 

a liegt zwischen 1,326 und 1,327. 

9. Wir können z. B. hieraus berechnen, welchen Zug eine Platte 
der Breite b und der Länge l erleidet, wenn sie parallel zu den Strom- 
linien in eine mit der Geschwindigkeit ü fließende Strömung eingetaucht 
wird. Pro Flächeneinheit ist derselbe: 

Durch Integration über die Platte erhalten wir: 

1 
b- fX v dx = %bVkjlü*, 


also, wenn das Wasser auf beiden Seiten der Platte strömt: 
Zug - 1,327 - b YÜqIü 3 

II. Berechnung der Ablösungsstelle hinter einem in eine stationäre 
Strömung eingetauchten Körper. 

1. Wir behandeln folgendes Problem: In eine sonst parallele 
Strömung werde ein zur Stromrichtung symmetrischer zylindrischer 
Körper eingetaucht. Unsere Grenzschichtenkoordinaten rechnen wir 
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Tom Teilungspunkt der Strömung an. ü sei als Funktion von x in 
eine Potenzreihe entwickelt. Zur Integration unserer Grundgleichungen: 



du 

dx 



, du _du , k c*u 



dy 



dx ' q dy 2 



dx^ dy U 



*2>W* l+1 




benutzen wir unter Rücksicht auf die Symmetrieverhältnisse für die 
Stromfunktion # den Ansatz: • 

Mg . 5 . ♦-£'*«*■'♦'. 

u und v erhalten wir hieraus durch Differen- 
tiation. Den allgemeinen Grenzbedingungen 
gemäß müssen dann die Funktionen x t (y) den 
Grenzbedingungen : 

füry = 0: jj - a -0 

für y — oo: # = q t 

also a - W + r i 
genügen, wobei r l Integrationskonstante ist. Durch Einsetzen in die 

erste Grundgleichung ergeben sich dann noch als Differential- 
gleichungen für die %: 

i' i 

v 

die für l =* quadratisch, für 2 > linear in der zu bestimmenden 
Funktion %i ^- Zur Lösung dieser Gleichung können wir, wie beim 
vorigen Problem, um y = nach Potenzen entwickeln, bei y = oo 
asymptotisch annähern und beides aneinander anschließen. Wir werden 
nachher sehen, daß wir uns die asymptotische Näherung ersparen können, 
da bereits die Potenzreihe, wie vorhin, die Asymptote und damit die 
eine Integrationskonstante mit genügender Genauigkeit erkennen läßt. 
Wir beschränken uns auf die Berechnung von ^ und % v d. h. auf die 
erste und dritte Potenz von x. Da nämlich die entsprechenden Koef- 
fizienten q und q x in ü bereits eine erst zu-, nachher abnehmende 
Geschwindigkeit ergeben, — der Fall, in dem voraussichtlich Ablösung 
eintritt, ist durch q > 0, q x < charakterisiert, — so ist der in der 
Einleitung (3) verlangte Typus der Druckverteilung bereits durch die 
ersten beiden Potenzen geliefert; es ist daher zu erwarten, daß auch Xo 
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und Xv wenn auch nicht quantitativ genau, bereits den Effekt der Ab- 
lösung darstellen werden« Bei einem der nachher in ähnlicher Weise 
zu behandelnden Probleme ist auch noch die nächste Näherung be- 
rechnet, und es hat sich dort die Zulässigkeit der Beschränkung auf 
die ersten beiden Potenzen in x herausgestellt. 

2. Für Xo tm( ^ Xi haben wir die Gleichungen: 

%o — %o%o - » + ~Xo , 

Mi - X0X1 + 8(»»- zi»0 Ä 4 2o2i + -Xi- 

Die Art, wie q q t k q eingehen, können wir hier noch durch mecha- 
nische Ähnlichkeit feststellen. Aach hierin zeigen die beiden ersten 
Glieder gewissermaßen universelle Bedeutung. Wir schreiben also: 

ü = q z± q x a? f - %^x ± % x i* 

und fuhren folgende Größen für x, y, fo % x ein: 

«-VS« *-yä» fc-vs* <.-vH*.- 

Wir erhalten dann: 

ö=Vf(i±i 8 ) 

M = i"|/f(^±^*) usw. 
£, und ^ genügen als Funktionen von 17 den Differentialgleichungen: 

£•-&&- 4 + tr 

4ttä-8tf&--&er-i6 + sr. 

Grenzbedingungen : 

fBrij-oo: £i = 2 £i = 2 

3. Für £, setzen wir die Potenzreihe an: 



t-S^r. 



4< n 

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert: 
b t willkürlich = 1: da a bereits Integrationskonstante; 
ä*/} 8 = — 4: da wir im Ansatz der Integrationskonstante a auf die 
Inhomogenität der Gleichung für ^ keine Rücksicht genommen haben, 
so erscheint a ungewöhnlicherweise auch in dieser Gleichung; 
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\ =» 0: die Krümmung des Geschwindigkeitsprofils ändert sich 
zunächst nicht, da die Reibung in ihrer Wirkung der Trägheit um 
zwei Glieder voraus ist; von m — 5 an ist: 



m-8 



*--2[Ci. $ ) -(";*)>.»-.-. 



Die Koeffizienten dieser Rekursionsformeln können, wie alle in 
dieser Weise aus Binomialkoeffizienten zusammengesetzten Zahlen, aus 
einem Schema ähnlich dem Pascal sehen Dreieck berechnet werden, 
dessen Anfang der folgende ist: 




und in dem jedes Glied die Summe der darüberstehenden ist. Nur 
der eingerahmte Teil kommt gemäß obiger Summengrenzen in Betracht. 
Die 13 ersten Koeffizienten sind (z. T. s. o.) 

& 3 = - i 



6 2 = 1 



6 4 = 



6 5 = 1 


6 6 = 26, 


6 7 = 26| 


6 8 = -l 


6, = -46, 


6 10 - - 164 


b n - 27 - 166§ 


6 W =1816, 


6 13 = 8406» 



4. Außer a kommen noch zwei Integrationskonstanten durch die 
asymptotische Näherung hinein, die wir, wie beim vorigen Problem, 
an die hier berechnete Potenzreihe anschließen müßten. Für unsere 
Zwecke (Berechnung des Ablösungspunktes) genügt es jedoch, a zu 
kennen, und wir werden, wie oben bemerkt, sehen, daß sich a mit 
genügender Genauigkeit bereits allein mit Hilfe der Potenzreihe be- 
rechnen läßt. 



Wir setzen Z = £ , H = arj und zeichnen 



dZ n 



™± als Funktion 

OL Jti 

4 

von H nach der Potenzreihe auf. Es hängt selbst noch von 6 3 = 

ab, und soll sich für den richtigen Wert von a der Asymptote: 

dZ 2 

-ry£ = -, nähern. Für andere Werte von a nähert es sich überhaupt 
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keiner Asymptote, und dadurch wird, wie beiliegende Figur 6 zeigt, 
diese Methode zur Bestimmung von a sogar ziemlich empfindlich. Wir 
erhalten cc — 1,515, die letzte Ziffer nicht mehr sicher. 



Flg. 6. 




5. Die Berechnung von £ x nach obiger linearer Gleichung und den 
Grenzbedingungen geschieht in analoger Weise: Potenzansatz: 



Ck-Ä-Säi" 



c, — 1, weil d bereits Integrationskonstante; dc 3 = — 16; c A — 0; und 
fttr m ^ 5: 

Wie oben, so können auch hier die Koeffizienten in diesen Formeln 
aus einem Schema berechnet werden, dessen erste Zeile (m = 3) aus 
den Zahlen — 1, + 4, — 3 besteht, während die anderen durch Ad- 
dition folgen: 




Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 56. Band. 1908. Heft 1 
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Die ersten Koeffizienten werden: 

c % =1; «^ — — 16; c 4 = 0; c 6 - 4a 8 ; c 6 - 6a% - 8; ^--32^; 

c 8 « 17a 6 ; (^ = 30a 6 ^ - 224a 8 ; c l0 576a 8 Ci - 256; 

c n - 2048 % + 294 a 9 , c u - 783 a 9 ^ - 5092 a 6 ; 

c 18 17392 a 6 c, + 59648a 8 ; c u = 221 952a 8 Cj~ 315a 12 - 136192; 

c 16 11025 a^Ci - 1024000 c s - 54864a 9 ; 

c 16 - 174168 cc 9 c 9 - 221296 a 6 . 

6. Auch hier brauchen wir die asymptotische Näherung nicht> 
sondern bestimmen die Integrationskonstante d daraus, daß £,' die 
Asymptote t[ — 2 haben muß. In Figur 7 sind zunächst als Kurven 

A und B die von c. freien und die 

Piff 7 . . 

mit % multiplizierten Glieder der Po- 
tenzreihe für £{ aufgetragen, so daß: 

t[ = d A-16B . 

ist. Für verschiedene Werte von d 
ist dann £[ gezeichnet, und man er- 
kennt aus dieser Kurve, daß bereits 
bei v\ = 1,6 die Konvergenz unserer 
Reihen trotz der großen Anzahl der 
berechneten Koeffizienten c ziemlich 
schlecht ist; immerhin zeigen die 
Glieder, wenn man gleiche Potenzen 
von a zusammenfaßt, einen befrie- 
digenden Gang, so daß die Reihen 
trotzdem brauchbar sind. Wir ver- 
mögen noch zu erkennen, daß der 
richtige Wert von d zwischen 8,20 
und 8,30 liegt. Die Kurve steigt zu- 
nächst sehr stark an und nähert 
sich dann von oben ihrer Asymptote. Dieser starke Einfluß auf u in 
der Nähe von 17 = im Vergleich zii rj = oo erlaubt es auch, daß u 
im Ablösungsfalle an der Grenze eher als draußen ein Zeichen wechselt. 

7. Wir kommen nun zur Berechnung des Ablösungspunktes und 
erinnern dabei an die Bemerkung (1), daß die Resultate quantitativ 
nicht genau sind, da wir nur die erste und dritte Potenz von x 
berücksichtigt haben. Der Ablösungspunkt [£] ist bestimmt durch: 

° - U - VM> { % m ± ™ 8) für ' = ° 




ftiutr 



ir-~V 
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oder nach (3) und (5): 

Nach (4) bez. (6) ist a = 1,515, 8 — 8,25; es ist also im Falle des 
unteren Vorzeichens, der uns hier allein interessiert, die Koordinate 
des Ablösungspunktes: 

[« - 0,65 
also: 



M-0,65]/|. 



Dabei war: 

Das Maximum der Geschwindigkeit (Minimum des Druckes) liegt da- 
her bei: 



*- 0,577 ]/&, 



während die Geschwindigkeit Null in der äußeren Strömung erst bei 
x — 1 • y— erreicht würde. Der Ablösungspunkt liegt also hiernach 

um 12% der Gesamtlänge der Grenzschicht hinter dem Druckmaximum. 
Die gewonnenen Zahlen sind von Reibungskonstante, Dichte und einer 
proportionalen Vergrößerung aller Geschwindigkeiten unabhängig. 

8. Nach der bei Prandtl gegebenen Zeichnung (vgl. Einleitung 3) 
geht die Stromlinie # = unter einem bestimmten Winkel von der 
Grenze ab. Wir berechnen diesen in folgender Weise: In der Umgebung 
des Ablösungspunktes lautet die Entwicklung des in (2) gegebenen 
Ausdruckes für #: 

* -Vifk • ii(CB] - CKFV+ 3<£ - sc [$]■>« - [|]) V) 

1> «= liefert nun für die abzweigende Stromlinie: 

_ü « saß)»-«' _ t . 

S-[SI «[«■- *[«] ' 

oder in den nicht-reduzierten Koordinaten: 

Diese Formeln sind mit ziemlicher Unsicherheit behaftet, da wir erstens - 
nur zwei Glieder der Entwicklung von # berechnet haben, und weil 
zweitens die höheren Differentialquotienten, die ja auch subtilere Vor- 
gänge darstellen, stets ungenauer als die früheren berechnet werden. 

2« 
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III. Entstehung der Grenzschicht und der Ablösnngsstelle 
beim plötzlichen Beginn der Bewegung ans der Ruhe. 

1. Die beiden vorhergehenden Probleme behandelten stationäre 
Strömungen. Wir wenden uns nunmehr dem Problem der Entstehung 
der Grenzschichten zu: Ein Zylinder von beliebigem Querschnitt werde 
in einer ruhenden Flüssigkeit plötzlich in Bewegung gesetzt und von 
t — an dauernd auf konstanter Geschwindigkeit erhalten. Zunächst 
wird sich unter der alleinigen Wirkung der durch den Stoß hergestellten 
Druckverteilung der Zustand der Potentialströmung einstellen; die Dicke 
der Grenzschicht ist im Anfang Null, soweit überhaupt die plötzliche Ge- 
schwindigkeitserteilung ausgeführt werden kann. Die Ausbildung der 
Grenzschicht geschieht in erster Linie unter der Wirkung der Reibung, 
sodann durch die konvectiven Glieder. Als Resultat werden wir erhalten, 
daß nach einer gewissen Zeit die Ablösung an der Rückseite des Körpers 
beginnt und von dort aus langsam fortschreitet Da unsere Grund- 
gleichungen sich nur auf dünne Grenzschichten beziehen, so wird 
natürlich nur der Beginn des Ablösungsprozesses von ihnen dargestellt, 
ebenso wie die vorigen Probleme die Grenzschicht nur bis zur Ab- 
lösungsstelle betrafen. 

2. Die jetzt zu benutzenden Gleichungen sind: 

du . du . du „du . d*u 
dt dx cy dx cy* 

dy dty 

dy dx 

k 
x steht hier der Einfachheit halber für • 

Q 

Die Potentialströmung, die sich zunächst einstellt, liefert uns den 
Randwert ü als Funktion von x. Da der Vorgang für t = singulär 
ist, so ist uns vorläufig die Art der Entwicklung noch unbekannt; sie 
ist erst durch sukzessive Näherung festzustellen. Den Haupteinfluß 
auf die Änderungen hat zunächst (bei kleinem t) die Reibung und wir 
schreiben daher für die erste Näherung u Q : 

dt * dy % ' 
Das Integral dieser Gleichung, 



«.-£/•.-'*■ 



o 
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genügt unseren Bedingungen, eine für £ = verschwindende Grenz- 
schicht zu liefern, und sich für y = oo an die äußere Strömung u — ü 
anzuschließen. Die folgende Näherung werden wir erhalten, indem 
wir u in die konvektiven Glieder einsetzen, während Zeit- und Reibungs- 
glied u — u + u t erhält. Es kommt so folgende Gleichung für u x 
heraus: 

TF = x l^ + ö H - Funktion von ,.] 

Nach mechanischer Ähnlichkeit genügen wir dieser Gleichung durch 
den Ansatz: 

der auch der Grenzbedingung u t = für y — und y = oo nicht 
widerspricht. 

Nach weiteren Überlegungen, die insbesondere das Eingehen von x 
betreffen, gelangen wir dazu, u darzustellen in einer Reihe nach 
Potenzen von t, deren Koeffizienten Funktionen von rj sind, also auch 
noch t enthalten. Von x. hängen diese Funktionen auch noch ab, doch 
geht diesmal x nur als Parameter in die Differentialgleichungen ein. 

3. Als Ansatz für # ergibt sich hiernach: 



. *-2/S"-^r Ir (*,) 



1?« 





y 



2|/%T 



dri 
und hieraus für die % die Differentialgleichungen: 

für ft = 1 tritt zur rechten Seite noch — 4««-« 

Wir beschränken uns, wie im vorigen Abschnitt, auf die beiden 
ersten Glieder und setzen: 



so daß also: 



&-«So(fl) xi = u ^ti(y)> 



"& + *"£& 
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Für g, und £, erhalten wir dann die Gleichungen: 

ST + 2ij tf - 4fc - 4(&* - fc£ - U 
Grenzbedingungen : 

C i = gi = 

für 17-00: gi = 1 6 = 0. 

4. Die Lösungen obiger Differentialgleichungen, die wir auch beim 
folgenden Problem brauchen werden, sind durch Quadratur zu gewinnen, 
wenn die homogenen Gleichungen integriert sind. Letztere Integrale 
erhielt ich durch folgende Überlegung: Die homogenen Teile unserer 
Gleichungen stammen aus dem Zeit- und Reibungsglied, die zusammen 
die Wärmeleitungsgleichung 

cu , c*u 

bilden. Von dieser Gleichung existieren, wie man aus Ahnlichkeits- 
überlegungen erkennt, Integrale der Form: 

«, = ?fM 

wobei f n der Differentialgleichung: 

f;+2rif H -Anf m = 0, 

die also obige Form besitzt, genügt. 
So ist z. B. (s. o.) 



Vo-fo-^'y** 7 !' 



— 2 



Für ^ = ist u — 1 wenn t > 

u Q = wenn t < 0. 

u n ist für rj = 0, d. h. für y = 0, proportional zu ^, es muß sich 
also durch Superposition von Lösungen u in folgender Form darstellen 
lassen: 

» t 
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denn für y — ist dies 

o 
Zur Auswertung dieses Integrals setzen wir t — t = T, 



Fahren 


wir hierin 


t 
ein: 










y 

tyTt 


-Vi 










T 4*J" 


wird schließlich: 


dz 


■ 


2*J ,afe ' 




in 


f^'f 


?*V 


-*r«j 



-3« 



dfr. 



Ausrechnung dieser Integrale nach dem binomischen Satze und 
dem früher erwähnten Verfahren der partiellen Integration liefert 
schließlich: 



2"0 t 



Das andere Integral ist algebraisch und zwar gleich obigem Faktor 
von I6"^rfij: 

o 



f. -2 



— fl*P 

(2ft — 1) .-8 1 ' ' 





5. So w ^ r( l hiernach in folgender Weise bestimmt: 
Unter Rücksicht auf die Grenzbedingungen ist: 

6-l + i/^r*, • 
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Hieraus durch Integration: 

fc--jfe + »+£('/'-'*> + *•-'} 



Wir brauchen noch: 



«-£•-*• 



Die zweite Differentialgleichung (zweiter Ordnung für £i) erhalt 
dann die Form: 

n 
tf + 2,tf - 4ß - -ii f«-*d, - ^ve-f 

00 

n ¥ 

00 00 

Das Integral der homogenen Gleichung für £i ist nach (4): 
/J = a(2ij» + 1) + fi\ne-+ + (2ij» + l)jV^]. 

OD 

Das Integral der inhomogenen Gleichung wäre nunmehr durch 
Quadratur zu erhalten. Wir können aber auch den Umstand verwenden, 
daß durch zweimalige Differentiation die Differentialgleichung schließ- 
lich in 

t'""+2yC - Funktion von rj 

übergeht, welche als Gleichung von wesentlich erster Ordnung leichter 
zu integrieren ist. Es wird dann: 



'=<rf /V'/\ 



£""= r^l 6+''\ [Funktion von rj] . dy. 

OD 

Da nach zweimaliger Differentiation die eingeprägte Kraft unserer 
Differentialgleichung in jedem Gliede e~i* enthält, so fallt e+i* hier- 
gegen fort, und wir können erst £"" und schließlich £ ausintegrieren. 
Denn unter den Integralen stehen nur Funktionen, die höchstens 
zweimal e"? und außerdem Potenzen von r\ enthalten und die mehr- 
mals zu integrieren sind, was sich nach den früher I. 6. angegebenen 
Methoden erledigen* läßt. Das Resultat der sehr umfangreichen Rech- 
nung lautet: 
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«r |(2i ) , -l)r^O^/e-^|-|i) 



— ner lr ? 



+ 4mf + /S 



2er + + irj le-fdri 



Daß hier die Gleichung trotz ihrer Verwandtschaft mit obigen 
stationären Problemen in geschlossener Form integriert werden konnte, 

hat seine Ursache darin, daß -£ einfacher als u-~- ist, trotzdem beide 

1 dt ox ' 

der Ordnung des Differentialquotienten gemäß „Wäxmeleitungscharakter" 
besitzen. 

Die Bestimmung von a und ß aus den Grenzbedingungen £( = 
für y « nnd v\ = oo liefert: 

«-0, /} = -?-+* 

y ä 3 n '* 
6. Zur Berechnung der Ablösungsstelle haben wir: 



Nun ist 



•-«-r^i-K+ra'K«') * "- - 



Vit V« 3 * '* 



y» 



Y* Zn 1 



Als Bedingung für die Ablösungszeit [t] erhalten wir: 

i + (i + awS- ft 

Es muß also ^— negativ sein. Wo — absolut am größten ist, ge- 

o x ex 

schient die Ablösung am frühesten. Das Resultat gilt für zylindrische 
Körper von beliebigem Querschnitt, ü ist die entsprechende Potential- 
strömung. 
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IV. Entstehung der Ablösungsstelle ans der Ruhe 
bei gleichförmig beschleunigter Bewegung. 

1. Gegen die physikalischen Grundlagen des vorigen Problems kann 
als Bedenken geltend gemacht werden, daß bei dem plötzlichen Stoße 
der Zusammenhang der Flüssigkeit aufgehoben werden konnte. Es sei 
deshalb hier die Lösung des Problems gegeben, daß von der Zeit t =» 
an der eingetauchte Körper konstanter Beschleunigung unterworfen sei. 
Es ist dann: 

ü = t'w(x), 

1 dp du . -du .-• dw 

q dx dt ' dx ■ dx 

2. Aus ähnlichen Überlegungen heraus wie vorhin machen wir 
für die Lösung unserer Differentialgleichung: 

du du du 1 dp , d x u 

Tt + u di + v dy - "~ * di + *dj> 



den Ansatz: 



oe 




Durch Einsetzen in die Grundgleichung erhalten wir: 

"" jLjV dri dxdy dx drf ]' 

o 

für X — tritt zur rechten Seite — 4w* für X =» 1 tritt -4w^- hinzu. 

x 

Auch hier beschränken wir die Ausrechnung des Zustandes auf 

die beiden ersten Glieder, wobei zu erwähnen ist, daß durch diese 

beiden flliwler auch gerade die beiden Glieder des Druckes w + Fw-tt 

berttoksiühtigt sind. Die eingeprägte Kraft der nächsten Gleichungen 
enthält nur noch frühere Entwicklungskoeffizienten. Für die Schluß- 
gleiohuug, die uns die Ablösungsstelle liefert, werden wir jedoch auch 
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noch den Koeffizienten des nächsten Gliedes berechnen. Für % x und # 8 
können wir die Abhängigkeit von x in folgender Weise einführen: 

Die Differentialgleichungen für die £ sind dann: 

ä? + 2 ' ä? - 12 ä? ~ 4 + 4 LUJ " * v J ' 

Grenzbedingungen : 

fQr i) - 0: g, = 0, 

fc-o, 



*>?, 



= 



an 

a»i 



> aus 



u»0 

»-0, 



«r,-oo: 1^=1, 






aus M = Jtt?. 



3. Nach den in III (4) angegebenen allgemeinen Lösungen des vor- 
liegenden Typus von Differentialgleichungen können wir -^ sofort 



hinschreiben, da das inhomogene Glied — 4 durch 



?6 



1 erledigt 



wird. £, erhalten wir durch Integration nach den schon mehrfach an- 
gewandten Methoden (16): 

e~?+2n je"? du , 

So J 

,«-^+(1+2,«) /e- 




frfij 



l + (l+^)e-< 



\ n + 2rf)fc 



Diese Funktionen sind in nebenstehen- 
der Figur quantitativ gezeichnet. Eine 
Tabelle der Werte befindet sich weiter 
unten (6.Y Die eingeprägte Kraft auf 
der rechten Seite der zweiten Gleichung 
7 ist hiernach: 
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S* 



ri + ±rf)e-f je 



16 



+ (3 + 4Y 

4. Die Integration der zweiten Gleichung gelingt auch hier in 
geschlossener Form nach denselben Methoden, die in III 5 zum Ziele 
führten. Speziell für den in er~^ quadratischen Teil der eingeprägten 
Kraft ist ein Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten: 

+ (dr ] +er 1 *+fr 1 & )er->? t<r + dn 



Q/ + hif + iY +*!»•)] )e-*dr\ 



+ 

empfehlenswert. Dieser Ansatz versagt, wenn die eingeprägte Kraft 

Glieder enthält, die über V*e-*'f, i? 6 *-«** Cer'?dri, i? 4 ! /V^di^l 

hinausgehen (vgl. III 5). Die Koeffizienten sind aus linearen Gleichungen 
zu bestimmen. Leichter sind die übrigen Anteile von J^ zu berechnen. 
g 8 und -^~ ergeben sich dann durch Integration und Differentiation. 

Als Resultat erhalten wir schließlich, wenn auch noch die Integrations- 
konstanten richtig bestimmt werden: 

^ *-e-r- -* - ler f dv 

+ (l + 2t} i +8ti*)er-f Jer-i x dr} 
+ (ßt) + 8r l »+fir J *)\je-i'dr 1 \ 

+ (60 1] + 80 V + 16 ij 5 ) / e~ * dy] , 
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+ ^[(8 + , J +2,*)*-»*- 

+ (24, + 8, , + 8, 6 )e-f fe-^dt] 

+ (- 9 + 18,»+ 12 1,*+ 8,«) \fe-+*n ] 

+ (15+90,*+60,*+8,«) te-räti] 
und hieraus durch Integration: 

ab 

ao 

+ —,[(49, + 11,» + 10,') e-"? + ie»Je-**d n 

+ (- 537 + 198,» + 64,* + 40,«) e-i* fe-^dri 

n 
+ (- 315, + 210,» + 84, B + 40, 7 ) j /Vi*«*,)'! 

+ i (."^ - 5jW [ (24 + 87 *' + 40 " 4 + 4,^,)e " ,, 

+ (105, + 210,» + 84, B + 8,*) je- '* rf,l 

/ 128 128 9 \ 

V1576]/* 8 + 105^2« ~~ 141/*/ 

Diese drei Funktionen sind in umstehender Figur gezeichnet, 
sie genfigen streng den Differentialgleichungen und Grenzbedingungen 
für die Entwicklungskoeffizienten %. 
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5. Die Bedingung für die Ablösnngsstelle hat die Form: 

ü W,-o * r « v Lau» +t dx 8ij«J,.o 

wobei sich aus obigen Formeln ergibt: 

266 



4JW 



V 



9% 



4 



a f & 



81 _ 

16)/« 



226 V* 81 



Wir würden also folgende Gleichung für die Ablösungszeit [t] 
erhalten: 



1 + \eo 226«; lJ a* u - 

Das nächste Glied in der Ablösungsgleichung o- = 
n: — =< 6 -^*J-, und um dieses noch berücksichtig 




würde 



2}/xt " 2*1 

Fig. 9. 




berücksichtigen zu 
können, wollen wir zwar 
nicht den ganzen Verlauf 
von Xbf a ^ er doch den 
Koeffizienten in dieser 
Ablösungsgleichung be- 
rechnen. 

Das Entwicklungs- 
glied Xö genügt der Glei- 
chung: 

?!& 4. 9„ ?_&. 90 a Zß __ ^ra*. _a!* _ a Zl a^ 8 .^i^^^, a^-i 
aii 8 "*" ^ a^ 8ij' "~ Laij a*a*i a* a^" 1 " dn dxdn dx a^J- 

Das Eingehen von a; in % x und #, ist bekannt, und durch Ausrechnen 
der rechten Seite überzeugt man sich, daß %6 die Form: 

erhält. fc— 'fc) fc + ^a^fc- 

Wir erhalten als Bedingung der Ablösung, da sich tvo (s. oben) 
heraushebt: 

rayn , , 2 a« ra^i . /a*\» ra«q ^ a»« rt»t .-j _ 
Lau»J,.o + a* Lan»J,« + \a W Lau»J,. + a* 1 L a v J,„ 

6. Zu leisten ist noch die Berechnung der Koeffizienten Hg- J -J 
and [* V| : 
Für gg haben wir die Differentialgleichung: 



,=o 



9% 









8fc 
3u 



dti du 



dn 1 
TU) 



W 
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and die Grenzbedingangen: 

Die eingeprägte Kraft /*(^) ist ans den oben angeschriebenen Funk- 
tionen bekannt. Den gesuchten Koeffizienten [ -~- f\ berechnen wir 
nach dem Green sehen Verfahren in folgender Weise: 






r 



+/Ä6?-»?f -*»•)" 



Lassen wir nun %• der adjungierten Differentialgleichung: 



-** 



und den Grenzbedingungen: 
fr(0) 1 

genügen, so erhalten wir: 

Flg. 10. 



azj 



#(oo)»0 

1 

f(rj) ist schon oben 
angegeben; der Ein- 
flußkoeffizient <& 
(Green sehe Funk- 
tion) ergibt sich durch Integration seiner Differential- 
gleichung "zu: 

# (,) ?_ r(2895i? + 5280^ + 2352 1? 6 + 352 *? 7 + 16i? 9 ) 

+(945+9450^+ 12600^+5040^+720^+32 ^ 10 )e^ A-''Vfyl 

CO 

Der Verlauf von # findet sich auf Fig. 10, ebenso das 
Produkt # • /". Der Flächeninhalt dieser letzten Kurve liefert 
den gesuchten Koeffizienten. 
Ebenso haben wir zur Berechnung von Pö-tM die Gleichungen: 

BW..-/»'" 
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# • g ist den unten angegebenen Werten nach auf Fig. 10 ge- 
zeichnet. 



Die berechneten Werte sind folgende: 






n 





0,25 


0,50 


1,00 


1,50 


<X> 


ti 





0,061 


0,211 


0,688 


— 


r\ — 0,876 







0,450 


0,720 


0,943 


— 


1 


8*6 


2,26 


1,896 


0,799 


0,201 


0,035 





£. 





0,022 


0,060 


0,115 


— 


0,138 


dt. 





0,187 


0,150 


0,020 


— 







0,964 


0,281 


— 0,092 


— 0,166 


— 0,05 





m 





0,815 


0,750 


0,457 


— 





*(n) 


— 1 


— 0,827 


— 0,112 


— 0,018 


— 





*f 





— 0,108 


— 0,084 


— 0,008 


— 





9(n) 





0,124 


0,240 


— 0,016 


— 





& g 





— 0,041 


— 0,027 


0,0008 


— 






Der Flächeninhalt der beiden Kurven ist ungefähr: 

ß$U- -°' 058 * KM ; =o=-°' 023 - 

7. Als Ablösungsgleichung erhalten wir daher: 
* + [fr £ / « - ™ ) _ W * (§»)'. 0,058 - ct«, J- • 0,023 - 

oder: 

1 + 0,427- CTg -0,026- CT^-O^l-CT^g-O. 

Da das neu hinzutretende Korrektionsglied sogar negativ ist, so scheint 
die Existenz der Nullstelle sicher zu sein. 

Die Lage und Zeit der Ablösung folgt nach der früheren Näherung 
(ohne das zuletzt noch berechnete Glied) zu: 

Mit der neu berechneten Korrektion erhalten wir für den Fall 
eines zur Stromrichtung symmetrischen Zylinders, wo für den hinteren 

ist: 



Punkt 7 in dem die Ablösung beginnt, w 

dx 



dx* 



m»5; — 2,08. 
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Also ungefähr 10% Fehler. Hiernach läßt sich die Güte der An- 
näherung wohl auch bei den anderen Problemen, bei denen wir nur 
die ersten beiden Potenzen mitgenommen haben, beurteilen. 



Pig. 11. 



V. Anwendung der Resultate der Ablösungsprobleme 
auf den Kreiszylinder. 

1. Beim Kreiszylinder ist: 

ü-2Fsin*. 

M 

SC 

£ sei als reduzierte Koordinate X genannt, V ist die Geschwindig- 
keit, mit der die parallele Strömung nach rechts fließt, bez. der Zylinder 
nach links bewegt wird. 

Im stationären Fall tritt 
nach 11(7) die Ablösung ein bei 

*am=-0,65]/^, das Maxi- 
mum der Geschwindigkeit 
liegt bei: 

*m~ = 0,577]/|' 
wobei: 

Nimmt man die gewöhnliche 
Potenzentwicklung des Sinus, 

so wird q - ^, q, - ^ 

*am — 1,59 • JB, X AW - 9iy 4 °; s M ax = 1,41 - JR, Xm« - 81°. 

Nähert man dagegen den Sinus im Intervall — n nach der Methode 
der kleinsten Quadrate an, so wird: 




#Abl : 
#Kax : 



2F 
R 



fc = ^- 0,093 



0,856, 

1,97- JB, Jr Abl =113° 
1,75- R, X M «-101°. 

Jedenfalls liegt der Ablösungspunkt nach unserer Rechnung um 11 — 12% 
des ganzen Weges der Grenzschicht hinter dem Maximum der Ge- 
schwindigkeit. Auf Genauigkeit macht diese Angabe freilich keinen 
Anspruch, da nur die beiden ersten Potenzen von x berücksichtigt sind. 
Außerdem zeigen experimentelle Aufnahmen des Druckgefälles, daß 
der Zustand in der Nähe der Ablösung überhaupt schwerlich durch 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 66. Band. 1908. Heft 1. 3 
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Entwicklung vom Anfangspunkt der Grenzschicht aus erreichbar ist, 
da er zu stark durch die Druckverteilung der Wirbelkörper hinter 
dem Zylinder beeinflußt ist Vorstehende Rechnungen haben daher 
lediglich den Zweck, zu zeigen, daß tatsächlich durch die hydrodyna- 
mischen Gleichungen Ablösung geliefert wird. Die weitere Ausbildung 
der Rechenmethoden, insbesondere für die wichtigeren Probleme der 
Rotationskörper, verspricht daher Erfolg. 

2. Wird der Zylinder mit konstanter Geschwindigkeit plötzlich in 
Bewegung gesetzt, so ist: 

ü — 2Fsin X *— ■=■ -» cos X. 

dx R 

Die Ablösungszeit [f\ ist nach III (6) gegeben durch: 

(i'+Öra»-- 1 







[(] _ 0,35 v B 
L J ' Fcos 


X 


Die 


Ablösung beginnt bei X = ti 

<0" 


r, cos X = — 1 
= 0,35*- 


zur 


Zeit: 


Der 


Zylinder hat also bis dahin 


einen Weg 







8 - V^ « 0,35 - R 

zurückgelegt. Alles dies ist von Geschwindigkeit, Dichte, Reibungs- 
koeffizient unabhängig (natürlich kleine Reibung vorausgesetzt). 
3. Bei konstanter Beschleunigung ist: 

ü = tw (x) = 2 FYsin ~ 

wo jetzt V die Beschleunigung des Zylinders in der Strömung ist. 
Die Ablösungszeit ist (IV 7) für den Beginn der Ablösung: 

Wgi 2 ' 34 bez - -- 2 > 08 

oder: 

Vom Zylinder zurückgelegter Weg: 

s-\vp 

beim Beginn der Ablösung (X = ») 

S - 0,59 • B bez. — 0,52 • R. 
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4. Wir berechnen noch den Widerstand, den bei konstanter Be- 
schleunigung der Zylinder erfährt. — Die Spannungskomponenten sind: 

Infolge der Kleinheit der Reibung fallen g- und *- gegen ~- fort, 
und es bleibt als Kraft in Richtung der äußeren Strömung: 

n 

K « 2 • B Hpcos X + Jcp sinX) . BdX 

wobei B die Breite der Schicht (Höhe des eingetauchten Zylinder- 
teiles) ist. 

Den Anteil des Druckes berechnen wir so: 

n n 

JS^ck = 2BBfp cos X dX - - 2BB % p£ sinXdX. 



Nun ist: 

dp /du . -dü\ _ . 

= q{w + t % w~) w - 27sinX. 

Das zweite Glied fällt bei der Integration fort, das erste liefert: 

Üruck = 2*p# J R 2 7 

also eine Vermehrung der Trägheit um den doppelten Betrag der ver- 
drängten Flüssigkeit. Der Anteil der Reibung ist, 

o 
Hierbei war x = A/p. Auch hier fällt das zweite Glied fort, denn «- , 
und ---*- sind ja nur Konstanten, und wir erhalten: 

XReibuBg - ±YxQkt ' BBV. 

5. Um ein Bild von den Strömungsverhältnissen zu geben, die 
unseren Formeln entsprechen, sollen zum Schluß für ein bestimmtes 

3* 
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Bewegungsstadium des gleichförmig beschleunigten Zylinders die Strom- 
kurven gezeichnet werden. Die Parameter R, V f x sind willkürlich, wir 
müssen daher für x, y, t, ^, u reduzierte Größen einführen, so daß R f V f x 
aus unseren Formeln herausfallen. Dies geschieht durch: 





x-RX, 


t-y*T, y-1/^Y, 




i> -V i* 5 * 1 


l vv, u-yitru, 


wodurch aus 


den Formeln 


(vergl. IV 2 und V 3): 




* = 


2^«.(t. + C|S & ), 




u — 


<»6t + <•££)• 




n- 


y 





w = 


2Fsin|, 


fi 


dw 
dx 


2 ~B COa B 



folgende reduzierte Gleichungen entstehen: 

V= 4f'*smX ■ (& + 2T»cosX • &) 
tr-2TsinX.(||+2T»cosX.||), 

aus denen wir zunächst für eine feste Zeit T für eine Reihe von 
Koordinaten werten X die Kurve V als Funktion von F*=2yj-i? 
konstruieren müssen, um dann die Lage der Werte TP^const aus 
diesen Kurven ablesen zu können. In Fig. 12 ist der Zylinder von 
X = sc/ 2 bis X=»ä gezeichnet. Die Ablösungszeit ist gegeben 
durch 2T % cosX=» — 2,34, also der Beginn der Ablösung durch 
jT-=l,08. In nebenstehender Figur ist 2T*=«5, also T=l,58 ge- 
wählt. Für die gewählte Zeit ist der Ablösungspunkt bereits bis über 
60° am Zylinder fortgeschritten, trotzdem ist die Grenzschicht noch 
ziemlich dünn, die Größenverhältnisse entsprechen den Werten 22» 10 cm, 

cm cid 

x — 0,01 - ^(Wasser), V=* 0,1 —. , f , also einer sehr kleinen Beschleunigung. 
Hiernach ist dann: t = 15,8 sek. 



Von H. Blabiüs. 

Fig. 13. 



37 




cm 



Für V « 10 — p erhielte man nach obigen Reduktionsformeln vor- 
stehendes Bild nach 1,58 sek. Die Dicke der Grenzschicht wäre im 
Verhältnis 1 : "j/fi) verkleinert. 
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Die Grandgleichungeii der Kinetostatik der Körperketten 
mit Anwendungen anf die Mechanik der Maschinen. 

Von Karl Heün in Karlsruhe (Baden). 

Der Begriff der Actio und Reactio zweier aufeinander wirkender 
Körper geht zurück auf Newton. Doch fehlt bei ihm eine klare 
mathematische Definition dieses Begriffs, sobald allgemeine Systeme, ja 
selbst sobald starre Körper in Betracht kommen. Im Jahre 1686 hat 
Jakob Bernoulli das erste kinetostatische Problem 1 ) bei zeitlich wir- 
kenden Kräften in einem sehr speziellen FaUe in Angriff genommen. 
Er behandelt die Schwingungsdauer des physischen Pendels, die bereits 
von Huyghens auf Grund des Prinzips der Erhaltung der lebendigen 
Kraft (1658) voUständig richtig gefunden war, auf Grund der Gleich- 
gewichtsbedingung, welchen die Reaktionen der einzelnen Massenpunkte 
genügen müssen. Ein Irrtum in der rechnerischen Ausführung macht 
das Resultat ülusorisch, aber bereits im Jahre 1690 berichtigt de 
l'Hospital in dem Journal de Rotterdam dieses Versehen und er- 
möglicht es dadurch Jakob Bernoulli in den Act. eruditor. für 1691 
den aügemeinen FaU (d. h. bei beliebiger Massenverteilung) zu er- 
ledigen. 

Ein halbes Jahrhundert mußte dahingehen, ehe diese Keime einer 
Mechanik gebundener Systeme und insbesondere eine klare Erfassung 
des Spannungszustandes der einfachen Systeme die allgemeine Formu- 
lierung gewann. Dies ist erst durch D'Alemberts „Traite de Dyna- 
mique 4 ' im Jahre 1743 ausgeführt. Allerdings betrachtet D'Alembert 
in diesem grundlegenden Werke die Reaktionen nur, um diejenigen 
statischen Reduktionskomponenten zu finden, deren Nullsetzung die 
Bewegungsgleichungen des gebundenen Systems liefert. Direkte kineto- 
statische Interessen treten erst später bei Euler und Lagrange auf. 

In der vorliegenden Arbeit sind die elementaren Methoden der 
Kinetostatik auf eine bestimmte Gruppe von Systemen angewendet. 
Diese betreffen verhältnismäßig einfache Systeme aus starren Körpern, 
die miteinander durch Gelenke verbunden sind, so daß sie eine Kette 
bilden. 

Es erschien vorteilhaft, zwischen zwei wesentlich verschiedenen 
Arten von Reaktionen zu unterscheiden, welche hier als spezifische und 

1) Für Momentankräfte (Centrum percussionis) war dies bereits 1646 von 
Cartesius geschehen. 
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absolute bezeichnet sind, und von denen die letzteren bisher am meisten 
behandelt wurden. Auf sie beziehen sich auch die Anwendungen, 
welche hier von den kinetostatischen Grundgleichungen auf die in der 
Maschinenmechanik wichtigen Körperketten (Kurbelgetriebe, Wattscher 
Regulator) ausgeführt oder nur skizziert sind. 

Bei allen diesen Untersuchungen kann man die Vektoren der 
Systembeschleunigung durch Einführung der Fischerschen Haupt- 
punkte 1 ) umformen und gewinnt dadurch eine durchsichtigere Gestaltung 
der Formeln sowohl in der Eulerschen 2 ) als in der Lagrangeschen 
Darstellungsweise. 

Als Gfenzfälle der Körperketten wurden in der zweiten Hälfte der 
vorliegenden Untersuchungen unelastische, bandförmige Kontinua be- 
handelt, deren Gleichgewichtsbedingungen und Bewegungsgleichungen 
sich in sehr einfacher, und wie ich glaube, natürlicher Weise an die 
Körperketten anschließen. 

Von der ebenfalls in dieses Gebiet gehörenden Theorie elastischer 
Drahte mit kleinem aber endlichem Querschnitt konnte hier abgesehen 
werden, da gerade dieser Teil der Mechanik der Kontinua bisher die 
weitgehendste Ausbildung erfahren hat. 

1. Der D'Älembertsche Ansatz und das D'Alembertsche Prinzip. 
Nach dem zweiten New ton sehen Grundgesetz der Bewegung: „Miäa- 
tionem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri seeundum 
. lineam reetam, qua vis illa imprimitur" gilt für die Beschleunigung 
eines frei beweglichen Punktes von der Masse fi die fundamentale 
Gleichung 8 ) 

wenn Je die „eingeprägte? 1 Kraft, v den Vektor der Geschwindigkeit und 
dt das konstante Zeitelement bedeutet. Setzen wir also konstante 

Massen voraus, und bezeichnen wir die Beschleunigung -? - mit w, so 
nimmt die vorstehende Gleichung die Form an 

(10 k = (iw. 

Sobald jedoch der bewegliche Massenpunkt durch Beschränkungen 
irgend welcher Art verhindert wird, die freie Bahn einzuschlagen, muß 



1) 0. Fischer. Theoretische Grundlagen der Mechanik lebender Körper, 
Leipzig 1906. 

2) Man vergl. meine Kinematik, Leipzig 1906, S. 309 — 314. In der Folge ist 
diese Schrift einfach alei „Kinematik 41 mit Seitenangabe zitiert. 

3) Alle gerichteten Größen sind durch einen übergesetzten Strich bezeichnet. 



40 Grundgleichungen der Kinetostatik der Körperketten. 

diese Grundformel eine wesentliche Modifikation erleiden. Es tritt eine 
Zusatzkraft f — die Elementarreaktion — zur eingeprägten Kraft derart 
hinzu, daß die Resultante (k + f) derjenigen Massenbeschleunigung 
\lw gleich wird, die der Punkt auch besäße, wenn er die ihm auf- 
gezwungene Bahn als freie Bahn durchliefe. Es besteht also jetzt die 
Grundformel: 
(A) k + f — iiw, 

welche wir den D 'Ale mbert sehen Ansäte nennen wollen, da sie zuerst 
in seinem „Traite de Dynamique" (1743) allgemein formuliert ist. Diese 
Gleichung drückt nur aus, daß die eingeprägte Kraft k f die Elementar- 
reaktion f und die mit entgegengesetztem Vorzeichen versehene Massen- 
beschleunigung — fiw, die sogenannte Trägheitskraft, ein geschlossenes 
Kräftepolygon bilden. Da aber hierin (iw vorläufig unbekannt ist, so 
muß noch eine weitere Bestimmung zu Gleichung (A) hinzutreten. 
Diese gibt uns das D'Alembertsche Prinzip. Es lautet in präziser 
Form: Die Elementarreaktionen f bilden an dem materiellen gebundenen 
System ein Kräftesystem, welches während der Bewegung des mate- 
riellen Systems beständig im Gleichgewicht ist. Gelingt es also durch 
diese Eigenschaft der Elementarreaktionen, die Eletnentarbescfdeunigungen 
w aller Punkte des gebundenen Systems eindeutig und für die expli- 
zite Auswertung ausreichend zu bestimmen, dann sind nach Glei- 
chung (A) alle Elementarreaktionen bekannt. Die Ausführung dieses 
Gedankens verlangt zwei vollständig getrennte Schritte, nämlich erstens 
die Aufstellung der Bewegungsgleichungen des gebundenen Systems 
durch die Einführung bestimmter kinematischer und dynamischer 1 ) 
Systemgrößen und zweitens die Aufstellung von Gleichungen, welche 
aUe Elementarbeschleunigungen w eindeutig durch die kinetischen 
Systemgrößen ausdrücken. Das zweite Problem gehört speziell der 
Kinetostatik an. 

2. Die kinetischen Gleichungen in der Langrangeschen Form. Wir 
beziehen jeden Punkt (X) des gebundenen Systems auf einen festen 
Punkt des Raumes und bezeichnen die Strecke OX nach Größe und 
Richtung mit x } die mit der Bewegungsmöglichkeit des Systems ver- 
trägliche virtuelle Verrückung des Angriffspunktes einer Kraft mit 6x. 
Dann ist die virtuelle Arbeit der Elementarreaktion f gleich 

r • cob(F/öx) • dx~fdx. 
Das Symbol fax kann man in der Mechanik das Arbeitsprodukt der 



1) Die Worte „dynamisch 14 und „kinetisch" gebrauche ich in demselben 
Sinne, wie W. Thomson und Tait in ihrem Treatise on natural philosophy. 
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Strecken r und d£ nennen. Der analytische Ausdruck für das Prinzip 
der virtuellen Arbeiten ist im gegenwärtigen Falle 1 ) 

(B) Sfdx — 

und gleichbedeutend mit der Formulierung des D'Alembertschen 
Prinzips. Mit Rücksicht auf Gleichung (A) schreibt man die letzte 
Gleichung auch in der Form 

(C) Siifvdx — SkdS. 

Sie zerfallt unter der Annahme, daß alle x Funktionen einer gewissen 
Anmhl (v) Koordinaten & lf #, ; . . . #„ sind, welche die Lage und Gestalt 
des gebundenen Systems eindeutig festlegen, wegen der Beziehungen: 

(1) ,,_»,* 1+ «^ + ...4^,,2»,*, 

in die folgenden 

' dx _ dx y 



(D) 



o dx _ a dx f 



17 OC d SC ~~ 



Dies sind die kindischen Gleichungen des gebundenen holonomen Systems 
von v Freiheitsgraden. Durch Einführung der kinetischen Energie des 
ganzen Systems 

E - \8p* 

und der Bezeichnung #,» -r 1 wird nach Lagrange: 
/o\ o d * a d / aE \ dE — n 

( 2 ) s ^" = ^te)-a», = Q «- 

Setzt man also auch 

(3) sgS-K.. 

dann lassen sich die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen durch 
Benutzung der kinematischen Systemgrößen Q ( und der dynamischen 
Systemgrößen K ( in der Form 

(II) K.-.O,, K,-0„ ...K,-Q r 



1) Das Summationszeichen 8 bezieht sich hier und im Folgenden auf alle 
Punkte des gebundenen Systems. 
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schreiben, welche wir im Folgenden gleichzeitig mit der Abkürzung 

verwenden wollen. 

Die Gleichungen (ü) entsprechen in gewissem Sinne der Newton - 
sehen Grundgleichung (T) für die Bewegung eines freien Massen- 
punktes. 

3. Ausdruck der Elementarreaktionen durch die Systemgrößen in 
den kinetischen Gleichungen. Nach Gleichung (1) ist die Geschwindig- 
keit für einen beliebigen Punkt des gebundenen Systems 



dx 
d 



x _ ^1 dx d& t ^7 _ ■ 



Aus Gleichung (4) folgt dabei, da E eine homogene Funktion zweiten 
Grades der Koordinatengeschwindigkeiten #1, # s ? . . . #, ist, daß P t die 
lineare Form 

P.-2V*. 

c 

besitzt. Nach diesen Gleichungen lassen sich die & l linear durch die 

P, ausdrücken und man sieht, daß man die Geschwindigkeit in der 

Form 

(5) « - ^f. • p « 

darstellen kann. Es ist also die Beschleunigung 

Die Größen f 4 sind Funktionen der Koordinaten & l} fr 2 , . . . #,. Mit- 
hin wird 

dx "~ jLj d* x ** 
und 

tVrtitr ist nach der Gleichung (2) 

u « ^ a#, 

*,V* \ V W* Ausdruck für die Elementarbeschleunigung wird also 
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Hiervon lassen sich alle & x wieder linear durch die P ausdrücken, und 
man erkennt sofort, daß der auf ^ Q 4 f £ folgende Bestandteil von w 
auf die Form 

22r a t>,P z 

i X 

gebracht werden kann. Die v* gerichteten Größen r a sind nur von 
den Koordinaten fr 19 #3, . . . fr v abhängig. Wir erhalten jetzt endgültig 
den Ausdruck 1 ) 

(m) »-2*ri+22r*-*,*i- 

< i X 

In demselben lassen sich nun auch umgekehrt alle P durch 
die ö- ausdrücken, so daß man auch erhält 

(IIT) *-2*.-i + 22*.r».» i - 

i i X 

Die hier auftretenden Strecken c lX sind lineare Funktionen der ge- 
richteten Größen r a . 

Wegen der geometrischen Bedeutung der gerichteten Größen c ll9 
f ( kann man sich in J. Sommoffs Kinematik, 1878 deutsch von 
A. Ziwefc Kapitel 8 orientieren. 

Da jetzt die Elementarreaktionen nach der Gleichung 

r = \lw — k 

für jeden Punkt des gebundenen Systems bekannt sind, so steht theore- 
tisch nichts im Wege, mit diesen Kräften alle jene statischen Reduk- 
tionen vorzunehmen, welche zur Beurteilung der Beanspruchung an 
einer beliebigen Stelle (Zapfen, Querschnitt eines starren Gliedes des 
Mechanismus, Auflager) des Systems nach den üblichen Methoden er- 
forderlich sind. In allen — nicht gerade extrem einfachen — Fällen 
der angewandten Mechanik ist der eben geschilderte Rechnungsgang, 
der bis zu den Ausdrücken (III) oder (III') ganz in den Ideen der 
Lagrangeschen Mechanik verläuft, verhältnismäßig mühsam und wegen 
der gehäuften Eliminationsprozesse nur für denjenigen in den einzelnen 
Schritten anschaulich, der sich sehr eingehend mit dieser Auffassung 
der Mechanik vertraut gemacht hat. Wir werden deshalb im Folgen- 
den diese abstrakte Methode durch eine ganz elementare ersetzen, 
welche freilich die Gesamtarbeit, die bei der Durchführung eines kine- 
tostatischen Problems zu leisten ist, nicht wirklich herabdrückt, aber 
durchsichtiger gestaltet. 



1) Man vgl. Kinematik. S. 139. 
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Fig. 1. 



4. Beispiel. Anwendung auf das physische Pendel. Das körper- 
liche Pendel schwinge um die Achse (3) [Fig. 1], auf deren positiv 
gerichteter Seite die Einheitsstrecke rj aufgetragen ist Wir definieren 
nun als das Momentprodukt ab diejenige Strecke c, welche auf den 

beiden Faktoren ä und 
b senkrecht steht und 
die Länge ab sin (ä/b) 
hat. Dann ist im vor- 
liegenden Falle, wenn 
wir annehmen, daß 
(2) die Schwerpunkts- 
linie OS sich um 
den Winkel fr gegen 
die Ruhelage gedreht 
hat, offenbar 

v « r[x - fr. 
Folglich 
t^= *'.#», 
E - i[Sfi**] • # 2 

-fr #*, 




OS *= a*. 



wenn T das Trägheitsmoment um seine Drehachse bedeutet, 
nach wird 

P-|i-T-» f II- 0, fr-Q-K-[flE*]q. 



Dem- 



^ E T a dE 



Man hat also 



fr 



w — 



P 
f > 

~7J~X 



v = V 



T}X 

Y 



P, 

P+ n i P, 



Hieraus folgt 



oder 



Es ist also 






ü> = ^-K+[(ijx).li-x].9*. 



f- 



f}SC 



c — {rix) - rj — X. 



Ohne weiteres findet man 



K = — [i*g sin # ■ 



Von Karl Hedn. 
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wo g die Beschleunigung der Erdschwere, p* die Masse des Pendels 
und a* den Schwerpunktsabstand von der Drehachse bedeutet. Das 
im Baume ruhende Koordinatensystem ist in der Figur gekennzeichnet 
durch Op )(2)(S) . Wir legen ein im Körper ruhendes Achsenkreuz 
0(i)(n;(m) fest durch die Bedingung, daß der Schwerpunkt S in der 
Richtung 0(i> liegen soll. Die Zerlegung nach dem ruhenden Achsen- 
kreuz gibt 

K K 

Hierin ist 

x x =- Xj cos # — x^ sin-fr, x % — rc x sin # + a^ cos #. 

Es ergeben sich also die Komponenten der Elementarreaktion ans den 
Gleichungen r^^-fig, r 2 - (iw i7 

in denen alle Größen bekannt sind, u ist die infinitesimale Masse in 
dem betreffenden Punkt (x I , x ny a^). 

5. Spezifische ^rr-r*^ Fig * *' 

Reaktionen. Wir /Or^vvxx^W ^ 

legen durch ein 
beliebiges System, 

dessen Lage und /WXVHWV ^^ \^c£" 

Gestalt bekannt ist, 
sobald die Koordi- 
naten & %9 # 2 . . .#, 
gegebene Werte 
besitzen, irgendwo 

[Figur 2] einen 

Schnitt ©. Hier- /)//////)/ 

durch zerfällt das //// ^^^^// 

System in zwei Teile, denen die statischen Reduktionen nach dem Prinzip 

der virtuellen Verschiebungen 

S'rdx - ^R;**,, S"rdx - JgtoT*», 

entsprechen. Die Indizes an den Summenzeichen S beziehen sich auf 
die beiden durch den Schnitt entstehenden Systemteile. Nach Glei- 
chung (B) ist aber 

Ri + RT-0 für t_l,2,...v. 

Führt man nur die Summation über die virtuellen Arbeiten der Ele- 
mentarreaktionen über den ersten Systemteil (ft') aus, dann wird nach 
Gleichung (A): 

(iv) k; + r; - a;. * - i, 2, . . . *. 
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Die Systemgrößen Q« sind definiert durch die Gleichung 

wobei man allerdings beachten muß, daß die in den Q< vorkommenden 
Koordinatenbeschleunigungen d , l7 d , %9 ... & r aus den Differentialgleichungen 
für die Bewegung des ganzen Systems: 

zu entnehmen sind, wenn man sich nicht von vornherein der Glei- 
chung (III') bedienen will. Jedenfalls sind die Q« in diesem Sinne 
vollständig bestimmte Systemgrößen. Sie treten als die Lagrangeschen 
Komponenten der Beschleunigung des dem Schnitte © vorangehenden 
Teilsystems (Ä') auf. Den so bestimmten Beschleunigungszustand würde 
das Teilsystem $' tatsächlich besitzen, wenn es seine erzwungene Be- 
wegung frei, d. h. ohne Verbindung mit dem auf den Schnitt © 
folgenden Teilsystem ft" ausführte. Dies kann jedoch nicht unter der 
Einwirkung der dynamischen Systemkomponenten Ki, KJ, . . . K,, welche 
durch die Gleichung 

definiert sind, geschehen, sondern es müssen noch die Reaktionskompo- 
nenten Ri, R' 2 , . . . R'„ einzeln hinzutreten, wie es den v Gleichungen (IV) 
entspricht. Damit ist aber die mechanische Bedeutung dieser Reaktions- 
komponenten erkannt. Sie bestimmen in ihrer 
Gesamtheit eine dem Schnitte © zugehörige 
Reaktion, welche wir die spezifische Schnitt- 
reaktion nennen wollen. Trennt der Schnitt © 
zwei aufeinander folgende starre Glieder des 
Systems, welche gelenkig miteinander ver- 
bunden sind, so sprechen wir im besonderen 
von einer spezifischen Gelenkreaktion. Das 
Wesentliche dieser kinetostatischen Begriffe 
erkennt man am leichtesten an einem ganz 
einfachen Beispiel, zu welchem wir jetzt 
übergehen. 

6. Die spezifische SchniMreaktion am 
Stabpendel. Der gerade, homogene pendelnde 
Stab sei von der Länge l und besitze einen 
unendlich kleinen Querschnitt. Der Schnitt © werde in der Entfernung 
z vom Aufhängepunkt geführt. Jetzt wird mit Rücksicht auf die 
Bezeichnung in Nr. 4: 

S'pwdx — S'iiwäd^x = dfr • S'(ixw. 



Fig. 3. 
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S'pxw ist die Summe der Momente der einzelnen Massen- 
beschleunigungen, also mit <J# gleichgerichtet. Demnach hat man 

Q' — T-t-j = T'-j-, wenn T' daß Trägheitsmoment von Ä' in bezng 
auf bedeutet. Ferner ist K'= — (ig sinä* • ** Hier bezeichnet p 
die ganze Masse von Ä' und **=■ 2 den Schwerpunktsabstand. Die- 
selbe Große für den ganzen Körper ist 2 = a*. Für diesen gilt die 
Bewegungsgleichung 

T -* - = — ft# sin #• • a* 

Nun ist nach Gleichung (IV) 

(1) R'-T'^ + ^sinfr.** 

oder nach Elimination von -,— 

(2) R'-w«n*g*-I>)- 
Nun hat man aber die Beziehungen 





y! z V z* 
f. ~ l ' T ~ /«' ' 


also wird 




(3) 


R'-jpf rill* («»-£) 



Diese Größe ist ihrer statischen Bedeutung nach das Moment aller 
Elementarreaktionen f in bezug auf den Drehpunkt 0. Jetzt können 
wir in den Reaktionsprozeß bei der Pendelbewegung klar hinein- 
blicken. Würde der obere Teil der Pendelstange für sich frei schwingen, 
dann wäre seine Schwingungsdauer 1 ) 



r f*£** r \\lqz V g > 

während die Schwingungsdauer des ganzen Pendels gegeben ist durch 
die Formel 

wie man auch ohne dies weiß. 



1) Es genügt hier, die Schwingungsdauer bei unendlich kleiner Amplitude 
zu betrachten, da in dieser Voraussetzung keine Einschränkung für die gezogenen 
Schlußfolgerungen liegt. 
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Wir betrachten jetzt die Schwingungsdauer des oberen Stangen- 
teiles wenn zu den auf ihn wirkenden eingeprägten Kräften noch die 
spezifische Reaktion hinzukommt, die Bewegung also nach Gleichung IV 
verlauft. Dementsprechend lautet die Differentialgleichung der Be- 
wegung f&r £ : 

T'£- -^Bin^.^+l^-sin^-^ 



oder 



d.h. 



t'Ä— #**M-H('-x)] 

^ f .m»[{-i(.-5)] 



Hieraus folgt die Schwingungsdauer dieser Bewegung unter dem 
Einfluß des dynamischen Zusatzmomentes R': 

Fügt man also zu dem Kräftemoment K', welches direkt auf das Teil- 
system $' wirkt, das Reaktionsmoment R' hierzu, so erfolgt die 
Pendelbewegung von Ä' isochron mit derjenigen des ganzen Körpers. 
Um den Verlauf des Momentes R' im vorliegenden Falle näher 
zu verfolgen, bildet 1 ) man den Differentialquotienten 

(4) «^ *♦(,_!$ 

und trägt die einzelnen Werte desselben als Ordinaten auf dem Stabe 
auf. Die Parabel, deren Segmente R' unmittelbar zur Anschauung 

bringen, beginnt im Punkte 0, erreicht ihr Maximum bei z =• j , 

durchschneidet den Stab im Punkte z =■ f l und endet mit der negativen 
Ordinate (vgl. Fig. 4) 

1) Auf den Vorzug dieser Flächendarstellung von R' hat mich Herr 
v. San den, welcher in diesem Winter am hiesigen mechanischen Seminar teil- 
nahm, aufmerksam gemacht. Man umgeht damit die Konstruktion der kubischen 
Kurve, deren Ordinaten R' sind. Ihm verdanke ich auch die Vereinfachung der 
Heaktionsbestimmung am Kurbelmechanismus sowie eine sorgfältige Durchsicht 
der ganzen Arbeit. 



Von Kakl Heun. 
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Ihre Gesamtfläche ist natürlich gleich Null Nun zeigt ein Blick auf 

die Gleichung (1), daß man in den Ausdrücken für R' und -j- die 

Bestandteile, welche von den Trägheitskräften bzw. von den eingeprägten 
Kräften einzeln herrühren, sofort trennen kann. Setzen wir also 

R'-F + G 

und 



du' 

dz 



df d6 

' dg > 



dz 



so wird dementsprechend 



G = j^sinfr.*'. 



Man hat also 



und 



d¥_ 
dz 



-iti 



sin & • -j 



dd g . Ä 

dl " ** T sm * '* 




Konstruiert man jetzt Fig. 5 dieser Zerlegung entsprechend als 
Differenzdiagramme, so sind die Grenzen die Gerade OC und die 
Parabel OHED. Die Fläche OHE ist positiv (vertikal schraffiert), 
während die ihr gleiche Fläche ECB das negative Vorzeichen (hori- 
zontal schraffiert) hat. Die Gleichheit dieser Flächenstücke ist der geo- 
metrische Ausdruck des D'Alembertschen Prinzips d. h. das Sinnbild 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 56. Band. 1908. Heft 1. 4 
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Zerlegen wir also hier (wie in Nr. 4) nach einem ruhenden recht- 
winkligen Achsenkreuz (1)(S)W , so sind (cf. No. 4) 

Ri> Rtj Rs> i\, Pi 

die 5 Komponenten der absoluten Reaktion in bezug auf den Pendel- 
teil vom Aufhängepunkt bis zum Schnitte © (in Fig. 3). In diesem 
Sinne hat man den Reaktionsbegriff viel häufiger gebraucht als in dem 
oben auseinandergesetzten. Man hat jetzt auch absolute Reaktions- 
komponenten für den ganzen Pendelkörper, nämlich die vier Größen 

Ri> R*> r i> r *f 

welche in den Elementarbüchern der Mechanik ausgeführt 1 ) sind. 
Die Übertragung derartig einfacher Vorstellungen auf ein beliebiges 
starres Glied einer einfachen Körperkette hat keinerlei Schwierigkeit. 
Dennoch kann die Durchführung der Rechnung selbst bei Ketten aus 
nur drei oder vier Gliedern, wie sie in der angewandten Mechanik 
häufig vorkommen, recht mühsam werden. 

Wir greifen aus einer einfachen Körperkette ft^— ftW— ÄW ft^ 

ein starres Glied ftW heraus, (Fig. 7). Dasselbe war mit dem vorher- 
gehenden Glied &*> sowie mit dem folgenden Ä* 8) durch je ein zylin- 
drisches Zapfengelenk verbunden. Ein Gleiten längs der Zapfenachsen 
CA" und C" Ä" sei ausgeschlossen. In diesen Achsen nehmen wir 
die Punkte C", C" zunächst willkürlich an und beziehen Lage und 
Bewegung des Körperteils auf einen festen Punkt des ruhenden 
Raumes, also auch die Koordinaten der Punkte und die Komponenten 
der Kräfte auf ein Koordinatenkreuz (1)(1)(8) , welches in der Figur nicht 
eingetragen ist. 

Die Resultante der eingeprägten Kräfte für Ä<*> ist 

die Resultante der Massenbeschleunigungen 

q(i) Ä 5(i) p W 

und das Moment derselben in bezug auf Pol C" 

Dasselbe Moment in bezug auf den festen Pol wird also 

Das Moment der eingeprägten Kräfte für denselben Pol ist 
1) z. B. bei Routh, Rigid djnamice. Bd. I. S. 92. 
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Körper nur mit zwei Nachbarkörpern verbunden, also durch den Doppel- 
schnitt aus einem Verbände lösbar. Außerdem wollen wir noch die 
Voraussetzung machen, das erste Glied der Kette sei etwa durch ein 
Kugelgelenk oder auch durch einen zylindrischen Zapfen mit einem 
ruhenden Körper (Fundament) Ä*°> verbunden. Die Schnittflächen © (1) , 
©(*> . . . legen wir so, daß sie alle Gelenkverbindungen zwischen den 
Gliedern der Kette lösen. Sie sind also jetzt Gelenkschnitte. Bezeichnet 
man die Glieder der Reihe nach mit Ä^, SP 1 *, ÄW, so gelten nach 
Gleichungen VI die Beziehungen 

K(D _ Q(i) + RW - 0, 

- R< 2 > + Km - QTO + RW - 0, 
- R» + K< m > - a< m ) + R<*> = 0, * - 1, 2, • • • v. 



(VII) 



-RM+ KW -Q<»> -0. 



Es ist gleichgültig ob das letzte Glied der Körperkette entweder 
nur mit dem vorangehenden verbunden ist (wie in Fig. 6) oder auch 
selbst wieder an ein Fundament beweglich geknüpft gedacht wird. 
(Beispiel Kurbelmechanismus). 

Die Aufstellung der Gleichungen (VII) erfolgte natürlich nicht 
zur Berechnung der spezifischen Gelenkreaktionen, da diese ohne weiteres 
durch die Definitionsgleichungen (1), (2) gegeben sind, sondern zur 
Klarstellung der Analogien, welche zwischen dieser Gattung von Re- 
aktionen und den gleich zu betrachtenden absoluten Reaktionen bestehen. 

8. Einführung der absoluten Reaktionen. Indem man die Kom- 
ponenten R, der spezifischen Reaktionen zu den Komponenten K, 
der eingeprägten Kräfte hinzufügt, macht man den betreffenden System- 
teil in gewissem Sinne frei, wie wir es an dem einfachen Beispiele des 
Stabpendels gesehen haben. Aber bereits hier erkennt man deutlich, 
daß wir von den möglichen statischen Reduktionen der Elementar- 
reaktionen f nur eine einzige ausgeführt haben. Der abgeschnittene 
oder ausgetrennte Teil des materiellen Systems ist also, wenn wir ihn 
als starren Körper annehmen, keineswegs im gewöhnlichen drei- 
dimensionalen Raum absolut frei, sondern nur in dem Lagrangeschen 
Bewegungsraum 1 ) des ganzen Systems. Die vollständigen oder ab- 
soluten Reaktionen müssen demnach anderer Natur sein, als die spe- 
zifischen. In dem trivialen Pendelbeispiel sind die fehlenden Reaktions- 
komponenten gegeben durch die Größe 
f ' - S'r' - S'iiw - S'k . 

1) Man vgl. Kinematik S. 144. 
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Sobald die Körperkette am Anfang und am Ende gestützt ist, und 
beide Stützen demselben starren Fundamentkörper angeboren, ist die 
Größe — r + rt*+ 1] die Resultante der totalen Auflagerreaktion des 
Mechanismus (Kette). Man sieht also aus diesem bekannten Resultat, 
daß die Bedingungen der Einzelreaktionen (r) und der Momentreaktionen 
(iJ) von vorn herein so gewählt sind, daß das Newtonsche Prinzip der 
Gleichheit von Actio und Reactio erfüllt ist. Dasselbe gilt auch für 
die Gleichungen (B). 

Als unbekannte (gerichtete) Größen haben wir 



, . . r 



[n + l] 



Der Leser wird sofort die Frage auf werfen: „Sind denn diese un- 
bekannten Vektoren eindeutig aas den Gleichungssystemen (A) und (B) 
bestimmbar"? Und nicht minder berechtigt ist die weitere Frage: 
,,Wie gewinnt man aus dieser elementaren Auffassung des Reaktions- 
prozesses die eigentlichen Bewegungsgleichungen des ganzen Systems, 
die uns sonst die Lagrangeschen Gleichungen unmittelbar liefern"? 

Diese Fragen sollen 
zunächst in zwei verhält- 
nismäßig einfachen Fällen 
beantwortet werden. 

9. Die einseitig freie 
Kugelgdenk-Kette. Meh- 
rere aufeinander folgende 
starre Körper & x \ W>> 
. . . Ä* n) seien durch Kugel- 
gelenke mit einander ein- 
fach (Fig. 8) verbunden 
und ebenso mit einem 
starren, ruhenden Funda- 
ment an einem Ende verknüpft. Der letzte Körper soll nicht gelagert 
sein. Jetzt verschwinden in den Gleichungen (B) alle Reaktionsmomente 
R' bis 5 [ " +1] und aus den Gleichungen (A) folgt: 

r - r - W» + qw, r"' - r - (k« + E< 2 >) + q« + qW, . . . 
Ferner ist nach Gleichung III in Nr. 8: 




7777^77777 



r-Jfr- J£q, 



Von Kahl Hkun. 
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womit die Auflagerreaktion eindeutig bestimmt ist. Führt man diesen 
Wert in den vorangehenden Gleichungen ein, so wird 



3 S 

Die Gleichungen (B) gehen, wenn K w auf C (,) bezogen wird, über in: 



(BO 



Kd) - W<*> + «d> . £k - & • ^q - 0, 
s a 



KW - W< f > + e<*> • ^k - ^ • ^q - 0, 

8 8 

. = o. 



K<«- 1) — W*"- 1 * + e< n >k< n > - ^">qW — 0, 
KW-WW =0. 

Dies sind die Bewegungsgleichungen der Kugelgelenkkette. Man kann 
sie als eine Erweiterung der Euler sehen Gleichungen für die Rotation 
des starren Körpers auffassen und in gleichem Sinne weiter behandeln. 
Dementsprechend wird man in jedes Glied der Kette ein mit ihm fest 
verbundenes Achsenkreuz C* n.m l e g en > e * wa Pm m ^ der Verbindungs- 
linie der Gelenkpunkte (C, C') zusammenfallen lassen und die Cj- Achse 
je nach der Gestalt des Gliedes passend wählen. Zur Festlegung der 
Lage jedes einzelnen Gliedes im ruhenden Raum [0 1>28 ] benutzt man 
die Eulerschen Winkel a, ß, y (Kinematik S. 219 und S. 299). Die 
Komponenten der Winkelgeschwindigkeit © sind dann (mit Weglassung 
der Indizes für die einzelnen Glieder) 

dy n da ~ . da dß 

°i Ä dt 8m ^' «n^cos^siny^ + cosy^, 

da dß 

a> m = cos/J cosy -^ - smy ^ 

Für die Komponenten von q und W hat man die bekannten Ausdrücke 1 ) 
— ^^[(cöjna! — cDjOm^, 



1) Kinematik S. 271. Die dort vorkommenden falschen Vorzeichen sind hier 
berichtigt 
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rde m 



und 

- Dn^ön - AOn - <&rn) + r* [anfai^n ~ °n*i) 

- «inC^ni^i — <°iW) + «n-^- — % "S^L 

- ^m%% - Aifam - oß + f*[«m(>ii*in - »m«n) 

- «iOi*n ~ ®n«i) + %n dr - % "^-J > 

In diesen Gleichungen bedeutet ft die Masse des Kettengliedes, 
^n %? flm die Koordinaten des Schwerpunktes, ^, ^j, ^ die Ge- 
schwindigkeitskomponenten des Gelenkpunktes C; T x , T n , T m die Träg- 
heitsmomente um die Achsen C I7 C n , C^ und D ly Z) n , D ra die ent- 
sprechenden Deviationsmomente. Da C nicht mit dem Schwerpunkt 
und C m =*CC nicht mit einer Hauptachse des Gliedes zusammenfallen 
wird, so sind die bei dem Rotationsproblem des einzelnen starren 
Körpers l ) fast immer zulässigen Vereinfachungen %= 0, On = 0, Om^ 0; 
JJj — 0, D n = 0, D ra =*0 hier im allgemeinen nicht statthaft. In jedem 
konkreten Anwendungsfalle wird man selbstverständlich alle diejenigen 
Vereinfachungen von vornherein einführen, welche er ermöglicht. 

10. Auflager- und Gelenkredktionen am ebenen Kurbelmechanismus. 
X*\* Beschränkung auf die Ebene, welche wir bei diesem Problem zur 
Vereinfachung der Rechnung machen, muß für die Zwecke der An- 

V In der Lehrbuchliteratur, welche die Kinetik der Körperketten bisher nur 

^<ti<*tafcM odor (rar nicht berücksichtigt hat, konnte man die obigen allgemeinen 

% **«*ta »Vw dt* Komponenten der Systembeschleunigung daher meistens entbehren. 



Von Karl Heun. 
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Wendungen meist aufgegeben werden. Unsere Aufgabe ist also zu- 
nächst eine rein theoretische, als solche aber wohl geeignet; für ver- 
wickeitere Untersuchungen der angewandten Mechanik als Vorbereitung 
zu dienen. 

Um den Punkt rotiert der Körper St (Welle, Kurbel, Schwung- 
rad). An ihn schließt sich der Verbindungskörper St' (Lenkstange) 
mit der Achse CC. Der Gelenkpunkt C fällt dementsprechend 
in die Mitte des Kreuzkopfzapfens, mit welchem das dritte Glied der 
Kette ß" verbunden ist. Es besitzt eine Prismenführung. Auf alle 
Glieder wirke die Schwere. Ferner wirke auf $ eine Kräftepaar mit 
dem Moment — M um die Achse rj und auf &" eine Kraft — k in 
der Achse C C", wie in der Figur angegeben. Auch in bezug auf die 



Fig. 9. 




Schwerpunktlagen der Glieder machen wir eine spezielle Vorraussetzung. 
Alle Schwerpunkte sollen in den Achsen der betreffenden Glieder 
liegen. Wir setzen also 



a =» k- e, a =» k • e , 



itr —fr 



Die kinetostatischen Grundgleichungen lauten jetzt: 

-r +k -q +r = 0, 
-r' +W -q' +r" - 0, 
— r" + k'' — q" + r"' — 0, 



(A) 



(B) 



M _w + e~7=0, 

M' _ W + de 7 - eq* + er"- er 7 = 0, 

Jj"_- W"+ ^k 77 - c 7 ?' + c ' 7 7 r '-7r"+ R = 0. 



Die Momente M, NT, M" der eingeprägten Kräfte sind hier auf die 
Punkte 0, C, C der Reihe nach bezogen. Dasselbe gilt für die 
Größen W, W, W", welche dieselbe Bedeutung haben, wie in Nr. 8. 
Dagegen ist das Reaktionsmoment B, welches das Fundament auf ft" 
ausübt, auf bezogen. Eliminiert man in den Gleichungen (B) die 
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Reaktionen ?', r", r" mit Hilfe der Gleichungen (A), so folgt (für 
7=~e = 7, 7-^7 - 7) 

(1) i-W-üc+'iq+^- = 0, 



(2) W-W- e'(k + k') + «T(q + O + *> ~ 0, 

(3) ■"- W- e"(k + k' + k") + c"(q + q' + q") + 7~r + R - 0. 

Wir bezeichnen jetzt den Kurbelwinkel mit #, die entsprechende 
Winkelgeschwindigkeit j- mit cd. Die positiv im Sinne von CC ge- 
richtete Achse der Lenkstange (51') bilde mit der positiven x- Achse 
den Winkel # und es sei -,— = tf. Aus der Figur kann man die 

Lage der Einheitsstrecken s, rj, Ir) ersehen. Es liegt also rj in der 
positiven Rotationsachse, e in Oy und Irj in Ox des Achsenkreuzes. 
T sei das Trägheitsmoment von St um 0, T' dasjenige von 51' um C. 
Bezeichnet man die Massen der drei Glieder des Mechanismus mit p, 
p und ft" ; so wird 

q' = ^ ^&e + k' •*<>), 



(pe + ae), 



dt 



Tz; — i da — 



W = T ^ Tj + X'ii'ee' [m cos O - &) + cd* sin (^ - &)] rj, 

W"= 0. 

Ferner ist ; wenn wir noch zur Abkürzung ft + ft'+ ft" = ft* setzen: 

k - - M . 5, k + k'- - fc* + ft> . I, 

k' - - ^ . i, k + k' + ic" - - p* g • i - fc . Ir). 

k" P"9'S — *o'«^- 

In diesen Ausdrücken ist 
e == c(cos # • F^ + sin-fr • «), e' = e'(cos i(> -sr) + sinilf <s) 

und folglich 

c e' « ee' cos (^ — #). 
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Die Momente der eingeprägten Kräfte werden der Reihe nach: 
M — — (M + kpeg cos fr) • rj, 
W =» — k'fie'g cos 1> • r], 
=- — k (i e g • rj. 

Ein Blick auf die Gleichungen (A) zeigt, daß alle Resnltantreaktionen 
bekannt sind, sobald eine derselben nach Größe und Richtung bekannt 
ist. Da nun r*" =* ist, so erscheint es am einfachsten, dife Kompo- 
nente r'y im Voraus zu bestimmen. Hierzu kann man die Gleichung (2) 
benützen, indem man dort r durch r" ausdrückt. Nun ist aber 



-r+k-q + k'-q'+ k"- q" + f"=» 0. 
Folglich wird 



4r - er" + e'(k"- q") + «'(*'- <0 + «'(* - q) 
d. h. man erhält statt Gleichung (2) die folgende: 



(20 M' - W + *(k" - q") + «V" - 0. 

Bezeichnen wir nun den Skalarwert des Momentproduktes ab mit 
ab, so wird 



M' - W + €T(k" - q") + eWy - 0. 
Hierin ist noch 



/(IT - q") - 4.W - q;0 - «t(IC - C) 
zu setzen. Dann folgt aus Gleichung (2') unmittelbar: 

(4) rv" - - x tg iß + (*>' + yT)g + /*" tg <r [«(«d* cos fr + cb sin fr) 

+ e'(tf 2 cos # + <j sin ^)] + Ky! ^— [o 1 sin (^ — fr) 
+ cb cos (i> — fr)] + — • 

Der Zusammenhang zwischen den Großen fr, #, o, tf, cb, ergibt 
sich aus der für das Dreieck OCC geltenden Gleichung 

(5) e sin fr + e sin i> = 0, 
woraus man durch Differentiation nach der Zeit erhält 

(6) — g-j... 
Eine zweite Differentiation nach der Zeit gibt 

/m CD 2 <F 2 CD 

^ ' d cd =a Bin 2 ip sin 2 fr 
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Sobald r'y nach Gleichung (4) gefunden ist, kann man analytisch oder 
graphisch weiter gehen. Der graphischen Auffassung entspricht das 
Diagramm: 



Fig. 10. 




Der Zusammenhang zwischen <b, a> und & ist durch die Diffe- 
rentialgleichung der Bewegung des Kurbelmechanismus gegeben. Man 
kann sie auf zwei verschiedenen Wegen erhalten. Entweder berechnet 
man aus den Gleichungen (1) und (2) r und bildet dann auf Grund 
der Gleichung (A) 

r x = 0. 



Diese ist die Differentialgleichung der Bewegung. 
auch unmittelbar von der Lagrangeschen Form 

(8) i7*i> • * E 



Man kann aber 



dt 



© 



+ 



d» 



= ^Ü- K 



der kinetischen Gleichung ausgehen. Hierin sind h die in Betracht 
kommenden eingeprägten Kräfte, x die von aus gerechneten Angriffs- 
strecken derselben. E ist die kinetische Energie des ganzen Mecha- 
nismus. Die Leistungsgleichung 

dE cit dx 
dz dt 

führt auf dasselbe Resultat. Das Summenzeichen S erstreckt sich 
über die Angriffspunkte aller eingeprägten Kräfte. Schreiben wir die 
kinetische Energie des Mechanismus in der Form 

(9) E-iF.»», 
so wird 

(10) F - T + 0»'+ p'V+ 2(A>' + /O^'cosO-^gf 

+ 0" + *V">|gS- 
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Nach diesen Vorbereitungen ist die Bewegungsgleichung 
c d*fr y i dF /dfr\«__ u , 

wo F und K' als bekannte Funktionen von & und <0" = o anzusehen 
sind. Man erhält dann weiter 

K' tgty K' , 2tf f 2a>tf 



F } tg# F ' ein 2 tf> sin 2 fr 

Das Prinzip der lebendigen Kraft liefert die Gleichung 



worin © , F die Werte von © und F für & « bedeuten. Die 
Momentreaktion ü ergibt sich unmittelbar aus Gleichung (3), welche 
nach Einführung von r'" die einfache Form annimmt: 

Nun ist 

er = e x r y — e v r x = e r y y 
also 

R = -W-e"r' y ". 

Hiermit sind alle Reaktionen als Funktionen des Kurbelwinkels # 
ausgedrückt. Bei praktischen Anwendungen kann man oft o durch 
denjenigen Mittelwert a> 00 ersetzen, welcher der Umlaufszeit des 
Mechanismus entspricht. 

Wendet man die vorstehende Rechnung auf eine Dampfmaschine 
an, so hat man zu beachten, daß die Horizontalreaktion, welche wegen 
des Dampfdruckes auf das Fundament übertragen wird, der Kraft k 
entgegengesetzt gleich ist. 

Zur Berechnung der totalen Auflagerreaktionen wendet man den 
oben ausgeführten Weg nicht an, sondern verfährt in der üblichen 
Weise 1 ), wenn nicht gleichzeitig die Kenntnis der getrennten Auflager- 
Reaktionen nötig ist. 

Gelegentlich braucht man auch die Schnittreaktionen an einer be- 
liebigen Stelle eines Kettengliedes. Es sei z. B. in Fig. 9 ein Schnitt 
@ durch die Lenkstange geführt. Die dort übertragenen Reaktionen 
seien s und S (Momentreaktion). Das Kräftesystem dieses Gliedes zer- 
fallt jetzt in zwei Teile, welche durch die Indizes I und n unterschieden 



1) H. Lorenz. Dynamik der Kurbelgetriebe. Leipzig 1901. 



(A') 



(B') 
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werden sollen. An Stelle der Gleichungen (A) und (B) treten die 
folgenden (0© — c 1 ), wenn wir M 11 und W 11 auf @ beziehen: 

-r + k -q +f =0, 
- f + k 1 - q 1 + s =0, 

-f' + k"-q" + r"=0. 

- eT+H 1 - W + eV-etf + fl + B-O, 

- S-J^+W 1 - Wn + ^kn-^q 5 + 77^ = 0, 

- 77+ 1"- W" + 7k" + JV + c 7 V 77 + B, = 0, 

Aus diesen Gleichungen kann man s und S nach Belieben be- 
stimmen, wenn die Auflager- und Gelenkreaktionen r und B wie oben 
gefunden sind. 

11. Bedktionsfreie Impulsion am Kurbelmechanismus. Um unsere 
kinetostatischen Grundgleichungen auf Impulsprobleme anzuwenden, hat 
man in denselben nur £W durch Ä w , g<'> durch jpW=» ^(iv und TT (,) 
durch F" w — &')(t.(x — C)v zu ersetzen. Sie lauten also für den Kurbel- 
mechanismus mit Beibehaltung der bisherigen Bezeichnung 

-r+h-p+r'=0, 
(A) {-r' + h'-p' + f" = 0, 

-r"+h"-p"+r'"=0, 



«'(h + IO + e'Cp + pO + e'r-O, 



M -V -ch + ep + er = 0, 
(B) i'-V'- 

.!"_ V"- e "(h + h' + h") + ^ÖT-Tp'TF) + 7'7+ 5-o. 
ffierinist g _ ^— 

(I) P' - r»'(räc + tfäO, 

p" =ft"(£c + «£')• 

|V «Tcij, 
(H) JV = T'tf-^ + A>'ee'cos(V-fr)o).^, 

lV"-0. 

Wir suchen nun das bereits von Gartesius für den einzelnen 
starren Körper gelöste Problem des Centrum percussionis auf den Kurbel- 
mechanismus zu übertragen, indem wir in den Achsen der drei Glieder 
drei Momentankräfte h, h', h" angreifen lassen und die Forderung 



(A") 
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stellen, daß die Impulsreaktionen r, ?', r", JR einzeln verschwinden. Die 
Angriffspunkte der eingeprägten Momentankräfte seien bestimmt durch 
die Strecken y ., ? ■=* m s ?* -3» » s" 

Zugleich setzen wir, wie bisher 

ä-l-e, ä'-l'.e', a"=X".e". 

Die Gleichungen (A) und (B) liefern die zu erfüllenden Bedingungs- 
gleichungen: 
(A') Ä-p, Ä'=p', Ä"=p"- 

(B') Ü = V, M'=V', ||"-V"=0, 

Ferner wird M — v • eh, M'— v'e'Ä' und Ä" muß wegen M •— in die 
Achse des dritten Gliedes fallen, während v" unbestimmt bleibt. 

Die Gleichungen (A') geben, wenn wir die Beziehung tf = ^5 • a> 
beachten: /j _ ^ . -^ d . h . A = k(te(0} 

Aus den Gleichungen (B') erhalt man 

I v . eh «- Tö>, 
V '.?F ~ [r g| + *>'*«' costy - *)]©. 

Nun ist 

(ve + A'||- **')'- «"+ W'./g|oo.(* - •) + !'• gga" - ff'. 
Setzen wir noch zur weiteren Abkürzung 

''+2"'Hcos(*-») + g^'«=ff''. 
so erhält man für die Skalarwerte der Momentankräfte die Ausdrücke 

h = l(ie • cd, 
h' ^p'YG 7 . <o, 

Hieraus folgen aus den Gleichungen (B") durch Elimination von <o 
die Achsenabstände der Angriffspunkte 



*"' •[••gl +•-<♦-•>] 
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und die einzuhaltenden Verhältniswerte der Momentankräfte 

h p a ' h \i a 

Die Richtungen der Momentankräfte ergehen sich, wie folgt: h steht 
nach Gleichung (Ai') senkrecht auf e, h" liegt in der Achse der 
Kolbenstange, da nach Gleichung (B$) das Moment M" verschwindet. 
Nur h' hat eine mit #' veränderliche Neigung gegen die Achse (e') 
der Pleuelstange, die sich aus der Gleichung 

. ,_,,;-. VIP —(♦-•) + •'§? 

berechnen und auch leicht konstruieren läßt. Hiermit ist das Problem 
der reaktionsfreien Impulsion am Kurbelmechanismus vollständig ge- 
löst. Vielleicht gibt die vorstehende Behandlung des verallgemeinerten 
Perkussionsproblems Veranlassung, die Frage nach der Existenz der 
Stoßmittelpunkte bei Mechanismen von mehr als einem Freiheitsgrad 
der Beweglichkeit zu untersuchen. 

Der Ansatz für den besonderen Fall des Wattschen Regulators 
ergibt sich aus den kinetostatischen Gleichungen in Nr. 12. 



Fig. IIa. 




In Fig. IIa und IIb sind die berechneten Werte der Stoßkräfte 

e 1 1 

am Kurbelmechanismus für -="r, k' = ^ > un d die Erhebungswinkel 

# — 30°, fr = 120° zeichnerisch dargestellt. 

12. Beispiel einer verzweigten Körperkette. — ZentrifugcUregtdator. 
Bisher haben wir uns auf die einfache d. h. unverzweigte Korperkette 
beschränkt, bei welcher jedes Glied nur zwei Verbindungsstellen besaß. 
Als einfaches Beispiel einer verzweigten Kette betrachten wir im Folgenden 
den Wattschen Regulator (Fig. 12). Man erkennt sofort, daß C* 7 der 
einzige Verzweigungspunkt in diesem Mechanismus von zwei Freiheits- 
graden ist. Von hier aus kann man nicht nur rückwärts zu C, vorwärts 
zu C, sondern auch seitwärts zu C" gelangen, ft sei der um die 
Vertikalachse rotierende Tragkörper, C ein beliebiger Punkt in der 
Achse seines Tragzapfens. Mit Ä' bezeichnen wir dasjenige Glied, 
welches die Schwungkugel enthält. Ferner ist $" der Verbindungs- 
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körper zwischen C" und C" und Ä'" die Hülse, welche Ä zylindrisch 
umfaßt. Die kinetostatischen Grundgleichungen lauten jetzt, wenn wir 
unsere bisherige Bezeichnungsweise beibehalten: 



(A) 



t—r + k — q + r' - 

-r' + k' -q' + r" 

L. r" + k" - q" + r"' 

\-f'"+k'"-q'"+f iy 



-0, 



(B) 



-R + 8 -W +77 +R' -2J IV =0 

-?>"' -S' + l' + c'T' -W'-cq 7 +^r^ +B" =0, 

_^^_5"'+ i'" + <rp' _ w "'- ^-q^+öivnv+ i^ = 0. 



Formal sind in diesen Gleichungen 15 Raumkomponenten ent- 
sprechend den Reaktionen r, r', r", r'", r IV und ebensoviele Kompo- 
nenten der Reaktionsmomente R, R', R" 7 
R'", R™ enthalten. Von f lv _ fällt die Ver- 
tikalkomponente aus. Von R, R', R", R IY 
fallt je eine Komponente aus, weil die be- 
treffenden Gelenkverbindungen zylindrische 
sind. In C" müssen wir uns eine 
Eugelgelenkrerbindung vorstellen, so daß 
iJ'"« wird. Es bleiben also im ganzen 
30 — 1 — 4 — 3 = 22 Reaktionskomponenten 
zu bestimmen. Zur Auflösung der Glei- 
chungen (A) und (B) verfahrt man ähnlich 
wie in Nr. 11. Es ist jedoch im vorliegenden 
Falle — wie bei allen Raumketten — zweck- 
mäßig, von vornherein in jedes Glied ein 
mit demselben fest verbundenes Achsenkreuz 
zu legen und dasselbe gegen den ruhenden ' C 
Raum 1 ) C xfyft zu orientieren. Dies geschieht hier durch Einführung 
des Ausschlagwinkels & (Fig. 12) und des Azimutes 4> der rotierenden 
Pendelebene. Die Zerlegung der Gleichungen (A) und (B) in Kompo- 
nenten nach dem Achsenkreuz Cx, y f e gibt 24 Komponentengleichungen, 
in denen r*? — 0, i&" — 0, R£ — 0, i£" — und diejenigen Komponenten 
▼on R, R', R" } R 1 * gleich Null zu setzen sind, welche in die betreffende 
Zylindergelenkachse fallen. Die Bedingungsgleichungen r^ 7 = 0, R 9 — 




1) C s soll mit der Rotationsachse von k zusammenfallen. 

Zeitschrift t Mathematik u. Physik. 56. Band. 1908. Heft 1. 



66 Grundgleichungen der Kinetostatik der Körperketten. 

liefern die beiden Differentialgleichungen der Bewegung des Mechanismus 
und zwar als lineare Kombinationen der gewöhnlichen Lagrang eschen 
Gleichungen. Zur eindeutigen Bestimmung der 22 Reaktionskompo- 
nenten reichen also die Gleichungen (A) und (B) vollständig aus. 

13. Das deformierbare Band als Grenzfall der einfachen Körperkette. 
Bekanntlich kann man jedes Kugelgelenk durch drei zu einander senk- 
rechte Zylindergelenke , deren Achsen sich in dem Kugelmittelpunkt 
schneiden, ersetzen. Mit dieser Interpretation wollen wir uns die in 
Nr. 9 betrachtete Kugelgelenkkette vorstellen und zugleich einen Grenz- 
übergang vornehmen. Alle Gelenkdistanzen CC\ G'C" usw. sollen un- 
endlich klein werden, so daß man die Schwerpunkte dieser unendlich 
kleinen Glieder mit den betreffenden Gelenkzentren zusammenfallend 
denken kann. Wir nehmen ferner an, daß jedes Glied nach dem 
Grenzprozeß gegen das unmittelbar vorangehende um eine Achse 
gedreht sei, die der vorangehenden unendlich benachbart ist. Auch 
die Amplitude dieser relativen Rotation sei unendlich klein. Nehmen 
wir noch die Glieder (Scheibchen) von gleichem Querschnitte an, so 
nähert sich unter diesen Voraussetzungen unsere Kette einem Konti- 
nuum, dessen Längendimension wir als sehr groß gegen die Aus- 
dehnungsmaße des Querschnittes annehmen wollen. Ausdehnung in der 
Längenachse ist durch die Vorstellung der Kugelgelenk-Kette prinzipiell 
ausgeschlossen, während die Beweglichkeit der Zylindergelenke noch 
weiter spezialisiert werden kann. Ein materielles System von dieser 
Beschaffenheit wollen wir kurz als Band bezeichnen, ohne darüber 
Bestimmungen zu treffen, ob es elastisch resp. teilweise oder voll- 
ständig widerstandslos biegsam sein soll. Sind überhaupt Biegungs- 
und Windungswiderstände irgend welcher Art vorhanden, so werden 
dieselben im Folgenden getrennt nach den drei Achsen des Cardanischen 
Gelenkes, welches dem Kugelgelenk äquivalent ist, betrachtet. Für ein 
beliebiges Element (CC) eines solchen Bandes können wir jetzt die 
kinetostatischen Grundgleichungen hinschreiben. Sie lauten im allge- 
meinen Falle [(Nr. 8, Gleichung (A) und (B)]: 

(1) r'-r + £-g-0 

(2) - c7- + M +~ck -TT- cq + 77+ 5'- B - 0. 

Die Bogenlänge der Schwerpunktslinie des Bandes von einem be- 
liebigen Punkte aus gerechnet, bezeichnen wir mit s. Dann ist an- 
genähert 
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Fig. 13. 



so daß die Gleichungen (1) und (2) übergehen in 

(3) dr + k + q =- 0, 

(4) M + ck + cTdr + der +dR-W-cq=>Q. 
Nach Gleichung (3) ist aber 

c • dr + ck — cq — 0, 
-womit Gleichung (4) einfacher wird, nämlich 

(5) M + dB + d c7~r - W = 0. 

Die Resultante k aller eingeprägten Kräfte, welche auf das Bandelement 
CG' wirken, muß unendlich klein sein. Wir setzen daher 

(6) " k — x • ds, 

so daß x die auf die Längeneinheit des Bandes bezogene eingeprägte 
Kraft bedeutet. Ferner ist (Fig. 13) 

M = S(x^~c)k = Szk. 

Bezeichnen wir also mit I die ein- 
geprägte Kraft bezogen auf* die Vo- 
lumeinheit des Bandes im Punkte 

z \> *u> *m> B0 wird 

Je — f • dZj dz n dzjn — f • dz J dz u • ds. 

Folglich wird für 

m^jfzt'de I dz n , 

wo in den Doppelintegralen die Grenzen über die ganze Fläche des 
Querschnittes zu erstrecken sind, 

(7^> M - m • ds. 

de _ _ 

Setzen wir noch j- = tf, so daß also tf die Einheitsstrecke auf der 

Schwerpunktslinie des Randes bedeutet, so nehmen die kinetostatischen 
Grundgleichungen jetzt die Form an: 

(8) ur - q 

(9) » r - £ + m + *r « 0. 




j' * +5-0, 



dB W , _ , _ 
ds ds l ' 



Die Geschwindigkeit des Punktes C sei #. Bezeichnet also m die 
Masse des Bandes bezogen auf die Längeneinheit, so wird 

dv 



(10) 



a 



m 



dr 



ds. 
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Die Rotationsbeschleunigung W (M. vergl. Einem. S. 268) ist für einen 
Körper von endlichen Dimensionen definiert durch 

dt' 
wo _ _ _ 

J « S(i z(g>z) ist. 

Wir setzen ferner, indem wir beachten, daß sich der Drehimpuls J 
ebenso wie die Beschleunigungsgröße q auf das Bandelement vom 
Querschnitt F und der Länge ds beziehen, besonders im Hinblick 
auf die weiterhin notwendig werdende Komponentenzerlegung aller 
hier auftretenden gerichteten Größen 

(11) J - J • 3 ■ ds. 

Nach diesen Vorbereitungen nehmen die kinetostatischen Grund- 
gleichungen (8) und (9) zunächst die Form an 

w £+*-«-£-<>> 

( b) -| + w + «-;*5-a 

Hierzu tritt noch eine kinematische Bedingungsgleichung, welche den 
geometrischen Zusammenhang der aufeinander folgenden Bandelemente 
zum Ausdruck bringt. Es ist nämlich („Kinematik" S. 309): 

de' = de + d&e, 

wenn dfr den Rotationswinkel des Bandelementes bedeutet. 

Nun ist aber *!!_«_«. rfT 

ds ds ds J 

so daß man die Bedingungsgleichung des Zusammenhangs 
(C) g = ÖT* 

erhält, wenn — wie oben — wieder e:ds = ff gesetzt wird. 

Die eben gewonnenen allgemeinen Gleichungen wenden wir jetzt 
der Reihe nach auf ein statisches und ein kinetisches Problem der 
Mechanik der bandförmigen Körper an. 

14. Allgemeine Komponentenzerlegung der statischen Gleichungen. — 
In den Gleichungen (A) und (B) der vorigen Nummer lassen wir die 
Beschleunigungsglieder fort und erhalten die statischen Relationen 



(B) ** + Wr + m-0. 



ds 

l 

ds 
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die man wiederholt in den Lehrbüchern 1 ) der Elastizität direkt (d. h. 
nicht durch Grenzübergang aus der Körperkette) abgeleitet findet. 



dr dR 



Um hierin die absoluten Differentialquotienten -p, -^— durch die rela- 

b«' bs 
d» 



tiven, welche wir vorübergehend 2 ) durch die Symbole t— , -r— bezeichnen, 



auszudrucken; setzen wir 

(!) Ts = « 

und nennen diese Größe die Rotation. Es ist dann bekanntlich 

( 2 ) 
(3) 



dr — - . br 

— ® r + \i> 



d* ' bs 



Zerlegen wir jetzt in Komponenten nach dem mit s veränderlichen 
Achsenkreuz Cj, n, m, so wird 



(AO 



und 



(B') 



+ ©n /"in — SJiii rn + Xi = , 
+ Sin ri — oTi r m +xn — , 



dr u 
ds 



+ STn -Bin — STttt ün — *"n + #*i — ; 



[dJR L 

-^p + SmÄ — ftiRui +ri +mu = 0, 
— m +ViRn -SniJi 



d« 



+ m m — . 



In den letzten Gleichungen ist nach Nr. 13 

(mi^ffeutm dz 1 dzn, tnn — —ffzitmdßidzji, 
mni — //"(*! fn ~ #n f i) rf*i tf *n 



(C) 



(alle Integrale über den Querschnitt F erstreckt) zu setzen. Zu diesen 
Gleichungen treten noch die bekannten Ausdrücke (M. vergl. etwa 
meine Kinematik S. 241) der Rotationskomponenten Wi 9 ©n, ®m durch 
den Kontingenzwinkel dtl>, den Torsionswinkel d% und den Winkel X, 



1) Clebsch, Theorie der Elastizität fester Körper, Leipzig 1862. S. 204—209. 
Love Mathematical Theory of Elasticity. Cambridge, 1893. Bd. 2. S. 63—66. 

2) In den Komponentengleichungen ersetzt man wieder die b durch die d 
oder d. 
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welchen die Hauptnonnale der Schwerpunktslinie des Bandes mit der 
Richtung Cu einschließt, nämlich 

(D) »x—o-lg-, »n—b*&, »»-£-& 

Als Positionskoordinaten des Bandelementes führt man neben den 
rechtwinkligen Koordinaten c l} %, c 8 (bezogen auf das im Räume feste 
Achsenkreuz lf 2 , 8 ) die Eulerschen Winkel a, ß, y (Kinematik S. 175 
und S. 220) ein, welche die Stellung von Ci, u , in gegen O lf 2 , 3 ein- 
deutig angeben. -Es ist dann 

(E) fc-*'-™^' *n = co30 8 in y £+co S ^, 

I ^ a da . dB 
[ sy m — cos p cos y 2 sin y -~ . 

Hiermit ist das ganze Formelsystem für die Statik des Bandes zu- 
sammengestellt. 

15. Gleichgewichtsbedingutigen eines vollkommen verdrehbaren, ein- 
achsig biegsamen Bandes. — Riemen, Papierstreifen. In der Elastizitäts- 
theorie sind die Momentkomponenten JRi, Rh, Rm einzeln proportional 
den Rotationskomponenten STi, ST n , S*iii, und der Proportionalitätsfaktor 
von Bin wird durch St. Yenants Torsionstheorie bestimmt. Dieser 
Weg ist gut ausgebaut, und wir brauchen dabei; soweit die Statik der 
elastischen Bänder in Betracht kommt, denselben hier nicht zu betreten. 
Uns interessiert vielmehr hier gerade die Mechanik der unelastischen, 
in gewissen Richtungen vollkommen biegsamen Bänder, die man bisher 
— trotz ihrer vielseitigen Anwendbarkeit — wenig und dann nur in 
ganz speziellen Fällen theoretisch behandelt hat. 

Stellen wir uns, um die Begriffe zu fixieren, eine gegerbte Haut 
vor, welche die Gestalt einer stetig gekrümmten Fläche hat. Auf dieser 
wollen wir eine beliebige stetig gekrümmte Linie ziehen und rechts und 
links in gleichem Abstände Schnitte legen, welche einen Riemen ab- 
trennen. Seine Querdimension (2aj) sei groß gegen die Lederdicke 
(2 an) und der ganze Riemen sehr lang im Verhältnis zu den Dimen- 
sionen des Querschnittes F } welcher mit der Koordinatenebene Cr, n zu- 
sammenfallen soll. Die Schwerpunktslinie der aufeinanderfolgenden 
Querschnitte hat nach diesen Festsetzungen die Richtung CW Der 
hinreichend dünne Riemen wird leicht biegsam um die Achse Ci sein 
und leicht kleine Verdrehungen um die Längenachse Cm gestatten, 
aber einer Biegung um die Achse Cu einen großen Widerstand ent- 
gegensetzen, wenn er genügend breit ist. Ein Papierstreifen zeigt 
dieses Verhalten vielleicht noch deutlicher. Diese Tatsache idealisieren 
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wir jetzt und verstehen unter einem Riemen ein Band, für welches in 
jedem Element die Reaktionsmomente Ri und Rm verschwinden, während 
i?n — R von Null verschieden ist. Die Gleichungen Ä in Nr. 14 werden 
durch diese Beschränkung nicht betroffen, dagegen erhalten die 
Gleichungen (B') für den Riemen die Form: 

— &mR — rn + wti =0, 

(B) ■£ +r 1+ m n =0, 

miR + Wm =- . 

Im Folgenden wollen wir, um Verwechslungen mit dem Krümmungs- 
radius r t und dem Torsionsradius r % zu vermeiden, i statt r schreiben. 
Diese Gleichungen in Verbindung mit A ' (Nr. 14) sind zur Bestimmung 
der Gestalt des Riemens und der Spannungskomponenten ti, fo, im, R 
im Gleichgewichtsfalle hinreichend, wenn, wie immer, die Grenzbe- 
dingungen hinzugenommen werden. Betrachten wir im besonderen 
einen Riemen, der ursprünglich eben und gerad ist, oder, was damit 
übereinkommt, einen Papierstreifen 1 ), so bleibt bei jeder Deformation, 
welche entsteht, indem derselbe über .eine Fläche vom Krümmungsmaß 
Null aufgelegt wird, X => 0, d. h. in den Gleichungen (A*) (Nr. 14) 
wird cüfu = 0. Man erhält also jetzt die Gleichgewichtsbedingungen, 
wenn man noch S*i = — , ©in = setzt, 



(I) 



dt 



ii 

da 

<**ni 
da 



* TTT 



+ *h = 0, 



+ -?+x m = 0, 



(H) 



— t n + wi=»0, 



3. 






0. 



1) Dieser Ausdruck sowie das Wort Riemen darf selbstverständlich nicht in 
dem Sinne aufgefaßt werden, als ob die oben definierte typische Bandform als 
materielle« System mit einem wirklichen Papierstreifen in jeder Hinsicht identisch 
wäre. Biegt man einen schmalen Streifen Zeichenpapier derart, daß die Schwer- 
punktachse mit einer gegebenen, stetig gekrümmten Raumkurve zusammenfallt, 
so treten tatsächlich Biegungen um Achsen ein, welche deutlich gegen (\ inner- 
halb des Papiers schräg geneigt sind. Diese Rotationen denkt man sich nach den 
Achsen C 1 und C m zerlegt und gelangt dadurch zur Vorstellung eines um eine 
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Diese wollen wir auf ein spezielles Reibungsproblem anwenden. Der 
Papierstreifen von der Breite 2ai und der Dicke 2 an sei auf einen 
Kreiszylinder mit dem Radius r spiralisch aufgewunden und an den 
Enden durch Kräfte gespannt, welche diese Gleichgewichtslage mit 
Berücksichtigung der Reibung (aber mit Ausschluß der Schwere) er- 
m u möglichen. Die einem Riemenelement ein- 

^ -^ geprägten Kräfte ! setzen sich dann zu- 

/ ^s^X \. sammen aus der zur Zylinderfläche nor- 

/ /.''\\ i\ *" malen Reaktion und der Reibung, während 
SSs^ \ t un ^ -B den Spannungszustand bestimmen. 

i/ / \ Es wird 

' / \ mi — fentuidF = anftindF = anxjn , 

\\y^\ ^_ _ ^\\ mm — ftitiidF—JgntidF** — a u xi. 

^ly^, ./ *J * /\J ^ er ^ e ^ * s ' vorausgesetzt, daß die Kräfte f 

\ "JS.1""* I •- A glöichmäßig über die Unterfläche AB (Fig. 14) 

Vf-."."'"-.."!"" [....-■*''"..•'' l verteilt sind, was allerdings nur für einen 

\ "*•• *'' / schmalen Streifen zutreffen wird. Die Resul- 

\ / tante x aus den Komponenten xi, xn, xm 

\. y muß an der Grenze des Gleichgewichtes in 

den Mantel des Reibungskegels fallen. Be- 
zeichnen wir also den Reibungskoeffizienten mit y und den Reibungs- 
winkel mit £, so daß tg£=*y ist, so muß 

Xn = cos g • x 
sein. Also lautet die Bedingungsgleichung 

x n = cos'g • (xi + x|! + xJn) 
oder einfacher 



Hieraus sind die Werte von xi, xn> ^ni aus den Gleichungen (I) einzusetzen. 
Die Gleichungen (II) geben nach Einsetzung der Momente mi, «in, *wm 

(1) anxni — <n + - — 0, 

(2) ' " + h-0, 

(3) -a n xi + f = 0, 



Querachse biegsamen und um die Längsachse verdrehbaren Bandes, wie sie im 
Text verfolgt ist. Daß beide Drehungen reaktionsfrei (R T = 0, Bjjj =- 0) verlaufen, 
ist — wie gesagt — eine Hypothese von beschränkter Zulässigkeit. 
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woraus durch Elimination ron 12 folgt: 



(4) 
(5) 



an 



l 1 dt B , 
fldtn 



dhi 
ds 






0, 



Gleichung (HI) wird 

Die Integration der Gleichungen (4), (5), (6), liefert, wenn sie möglich 
ist, die Spannungskomponenten h, tu, #in als Funktionen der Bogen- 
länge s. Dann folgt R aus Gleichung (2) durch eine Quadratur. 

Für einen unendlich dünnen Streifen (an = 0) wird B — 0, 
h =» und fo = 0. Es bleibt also nur tm =* t von Null verschieden. 
Die Gleichung (6) reduziert sich auf 

y dt 

welche aus der Fadentheorie seit 
Euler bekannt ist. Man erhält durch 
Integration die einfache Spannungs- 
beziehung 

t^fer*', 

wenn f die Längsspannung im Punkte s = bedeutet. Führt man 
noch den Steigungswinkel a der Spirale , den Radius r des Zylinders 
und den Winkel <p durch die Gleichung 





*i« 


. 15. 

1 








a > . 


c 






I 




















> * * * 




ji 


n 






B 



ein, so wird 



cos a ^ 



t=*P- e/cosay 



Der Riemen verhält sich also in diesem Falle ganz wie ein Faden. 
Für r 2 — oo ist der Steigungswinkel a = und in Gleichung (3) wird 
xi = 0, also nach Gleichung (2) auch t± == 0. Wir schreiben jetzt r 
statt r x und a statt an- Jetzt geht die Gleichung (1) über in 



'- — «(T + ?) 



and liefert sofort die Beziehung 
(7) tu 



ar dtjji 
a-\-r ds 
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Die Gleichung (6) nimmt die einfache Form an: 

(8) ^m_i.^n + ? + r fal .o. 

v ' d8* ya de ' ar* *" 

Ihr Integral ist 

(9) tw^A^' + Be 1 * 9 , 

wo k x und A 2 die Wurzeln der quadratischen Gleichung i 

(10) ^--- + - + --0 

v ' ya ar % i 

sind und zwar ' 

wenn zur Abkürzung gesetzt wird i 

(12) 4j,'a(o + r) = £ . 

I 

Zur Konstantenbestimmung muß man den Anfangswert von -j^ 
kennen. Dieser ist aber nach Gleichung (7) 



l d 8 J- ar~ 1 *' 



Man kann ihn in dieser Form einführen. Wir wollen jedoch ^ = 
setzen, also annehmen, daß die Anfangsspannung des Riemens in die 
Tangente seiner Schwerpunktslinie fallt. Dann folgt aus Gleichung (9) 

A + B-Sa, 

^A+^B-0 
und hieraus 

Für die Längsspannung erhält man demnach den fertigen Ausdruck 

(IV) fen-^/F. [(1 +VT=7)*'-(l -i/r- £ )H- 

y 1 — e 

Setzt man zur Kontrolle a = 0, so wird s — und ^ — — . Man 
erhält also die bekannte Euler sehe Seilformel 

Aus Gleichung (IV) entwickelt man - rf ™ und gewinnt sofort nach 
Gleichung (7) 

(V) «„-y^c^-^ofti- 



Von Karl Heun. 75 

Hiermit ist dieses spezielle Problem vollständig gelöst. Die Spannung 
in entspricht einer scherenden Beanspruchung des über den Zylinder 
gelegten Riemens. Sie ist der Dicke proportional und wächst rasch 
mit dem Bogen s. Wählt man also die Dicke des Riemens allein mit 
Rücksicht auf tm. (Zugfestigkeit); so kann man nachträglich tu aus 
Gleichung (V) berechnen und mit der Scherfestigkeit vergleichen. 

16. Bewegungsgleichungen eines vollkommen verdrehbaren und außer- 
dem zweiachsig biegsamen Bandes. — Kabel, Unter diesen Voraus- 
setzungen verschwinden die drei Spannungsmomente JRi, ün, JBni. 
Denselben entspricht angenähert ein weiches Litzenkabel von kleinem 
Querschnitt im Verhältnis zur Längenausdehnung, weshalb wir berech- 
tigt sind, ein derartig definiertes Band kurz als Kabel zu bezeichnen. 
In jedem einzelnen Anwendungsfalle wird man sich vor Benutzung 
der nachstehenden Bewegungsgleichungen zu überzeugen haben, ob die 
Voraussetzungen innerhalb des Deformationsbereiches des wirklichen 
Systems hinreichend erfüllt sind. 

In den Gleichungen (A) von 'Nr. 13 ist nach Ausführung der 
Komponentenzerlegung zu setzen: 

(dv\ dvx , 

\di)n B ~dV + G,mt;i - * lVm > 
/dv\ dvm , 

(57L = -£ l + 0,lt;iI - a ' Ilt ' 1 
und hierin noch — nach den Gleichungen (D) von Nr. 14 — 

z x - d\f> . . , dl> dl d% 

(a) roi = cosA^, on = 8inA rf7 , com - T% - dr 

zu schreiben. Die der Translation des Kabelelementes entsprechenden 
Differentialgleichungen lauten also, wenn wir wieder r durch t ersetzen: 

m [£ + «ini^tto - (£ - -Jgtta] 

. du , . , dy . (dl d z \ . • 

- xi + dl + 8in x di <m - U - di) tn > 

rdvn . /dl dv\ « dib ~i 

m idT + (dr - dir - cos * • *; H 



(I) 
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In den Gleichungen (B) von Nr. 13 hat man unter Voraussetzung eines 
homogenen Kabelelementes 



Ji — Ti'j-Tt 



dcoi 
dV 



Jn-Ti 



dojji 



dtojjj 



Tt-f^-dF, Tv-St-iF, T^-T^T* 
Dieselben nehmen also die Form an 



(II) 






ml - 



F \ dx 
dx 



COtttOt) s 



ßJicon J — Wim . 



Die Werte der Winkelgeschwindigkeitskomponenten und diejenigen der 
Winkelbeschleunigung sind aus den Gleichungen (a) zu entnehmen. 

Es bleibt noch die Komponentenzerlegung der Bedingungsgleichungen 
des Zusammenhangs (Unausdehnbarkeit) des Kabels, also von Gleichung 
(C) der Nr. 13 übrig. Diese gibt 

r dvi (dl d%\ , . , dq 



(HI) 



da 

8*n _,_ (dl _ dx 
"ds 

-1™ + (cos k ■ v n — sin X • t>i) -, - = . 



. idx d%\ , dy 

+ [ds ~ ds) *i-«*l--3i"ni--«i 



Die Gleichung (I) bis (III) zusammen mit den Grenzbedingungen und 
den zeitlichen Anfangswerten sind zur Bestimmung der Unbekannten 
des Problems hinreichend. 

Für jF = geht das Kabel in einen Faden über. Die Gleichungen 
(II) geben dann wegen Wi « und mu == sofort ti =» 0, tu = 0. 
Nimmt man noch weiter an, die Bewegung des Fadens erfolge in einer 



und 



dtp 



— setzen. 

r 



festen Ebene, so kann man k = 0, d% = 0, t?i «— v ««« , 

^^ r x in "" x a> x u *= x v7 v u = 0, t? m =■ m, tjjt = £ und ©! = o reduzieren 
sich dann die Gleichungen (I) auf 

fdv 



(A) 



mi 



Idv \ t 

und die Gleichungen (III) werden 
(B) 



(Normale v) 
(Tangente ö) 



dv 



7T— " — — O , 
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Dies sind dieselben Beziehungen; welche H. Love in seinen Tfieoretical 
Mechanies, Cambridge, 1897. S. 304—307 abgeleitet hat. 

Es bleibt abzuwarten, ob man die Gleichungen (I) bis (III) in 
Fällen, welche für die Anwendungen Bedeutung haben, integrieren 
kann. Vorläufig gewähren diese Gleichungen die Möglichkeit, bei der 
Bewegung eines Zuges von Schienenfahrzeugen, den man sich näherungs- 
weise als ein Kabel vorstellen kann, die Größen oi, a> n , com, h y tu, tui zu 

bestimmen. Jetzt sind -p , ~ , -, bekannte Funktionen von s, welche 

durch die Geleislage gegeben sind. 



'Zum Fehlergesetz. 

Von Birger Meidell aus Bergen. 

Gauß hat in seiner Theoria Motus das nach ihm genannte Fehler- 
gesetz aufgestellt, ein Gesetz, welches die Wahrscheinlichkeit ausdrückt, 
bei der direkten Beobachtung einer unbekannten Größe einen gewissen 
Fehler zu machen. Seine Ableitung beruht auf drei Voraussetzungen: 

1. Das arithmetische Mittel aus den durch eine Reihe von Beobach- 
tungen erhaltenen Werten stellt den wahrscheinlichsten Wert der be- 
obachteten Größe dar. 

2. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Beobachtung einen gewissen 
Fehler zu machen, hängt nur von der Größe des Fehlers ab. 

3. A priori kann ein jeder Wert mit gleich großer Wahrschein- 
lichkeit der wahre Wert der zu beobachtenden Größe sein. 

Die zweite und dritte Annahme macht Gauß allerdings nur still- 
schweigend. 

Diese Voraussetzungen sind aber alle drei willkürlich, und es ist 
bis jetzt nicht gelungen einen strengen Beweis des Postulats vom 
arithmetischen Mittel zu geben. 

Was die zweite Voraussetzung betrifft, so verweisen wir auf die 
Einwendung von Bertrand. (Calcul des Probabilites pg.177 Absch. 139.) 

Über die Willkür der dritten Voraussetzung läßt sich wohl auch 
nicht disputieren. 

Es dürfte in der Tat in der Praxis selten ein Fall vorkommen, 
bei dem man geneigt wäre, a priori einen jeden beliebigen Wert mit 
gleich großer Wahrscheinlichkeit als den wahren Wert der zu suchen- 
den Größe anzusehen. 
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Läßt man die beiden Annahmen 2 nnd 3 fort, während man das 
Postulat vom arithmetischen Mittel beibehält, so erhält man (Poincare, 
Galcnl des Probabilites pg. 155) ein viel allgemeineres Fehlergesetz. 
Da aber diese erste Voraussetzung ebenso willkürlich und kaum mehr oder 
weniger plausibel ist als die beiden fortgelassenen, so wollen wir uns nun 
die Aufgabe stellen, auch diese Voraussetzung möglichst zu reduzieren. 

Dies erreichen wir offenbar nur, indem wir sie, immer unter Be- 
rücksichtigung der Plausibilitat, durch eine möglichst allgemeine ersetzen. 

Wir werden in dieser Weise ein Fehlergesetz finden, das das 
Gau fische und Poincare sehe Fehlergesetz als Spezialfälle enthält. 

Es mögen n direkte Beobachtungen ein und derselben Größe an- 
gestellt sein, welche die n Werte x l9 x v ...,#„ ergeben haben. Bezeichnet 
nun q> (z, x t ) dx i die Wahrscheinlichkeit, daß, ^enn z der wahre Wert 
ist, eine Beobachtung einen Wert zwischen x i und x t + dx i ergibt (so 
daß also tp (z, x) das Fehlergesetz ist), so wird die entsprechende Wahr- 
scheinlichkeit für das System von Werten x x , x i , . . ., x n gleich dem 
Produkte 

<p(z, x x ) - <p(z, x 9 ) • • • <p (z, x n ) • dx x dx % -- dx n . 

Wollen wir nun umgekehrt von den beobachteten Werten auf den 
wahren Wert schließen (also einen a posteriorischen Schluß ziehen), 
und ist g(z)dz die a priorische Wahrscheinlichkeit dafür, daß der 
wahre Wert zwischen z und z + dz liegt, so wird nach dem Bayes- 
schen Theorem die a posteriorische Wahrscheinlichkeit, daß die gesuchte 
Größe den wahren Wert z hat, proportional dem Produkte 

(1) g(ß) • <p(z, x x ) • <p(z, x t ) - • • tp(z, xj. 

Dabei sind aber <p und g unbekannte Funktionen. 

Der wahrscJieinlichste Wert von z ist derjenige, der den Ausdruck (1) 
zu einem Maximum macht. 

Um nun die Funktion <p(z, x), das Fehlergesetz, zu finden, hat 
Oftuß, wie schon oben erwähnt, angenommen, daß das Maximum vom 
Produkte (l) eben für den Wert 

s m s, + x, H h *. 

n 

eintritt» und daß <p(z f x) von der Form <p(z — x) ist, während g{z) 
könnt unt int. In dieser Weise bekommt er das nach ihm genannte 
KthbrKwwti: 

^ T («)-*.*-»"', 

V* 
%v 4 \ v tn* Kountiiuti« ist, und u für m — x gesetzt worden ist 
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Läßt man tp und g von den letztgenannten Voraussetzungen frei, 

( x \ + x i H h x n \ 
Z « J 

beibehalt, so bekommt man das Fehlergesetz 

(4) <p(z, z)-0(z)-*' A M+ B M, 

wo ganz willkürlich ist, und A und B nur der Bedingung genügen 

müssen: 

(4') m-A'(*) + B'(*)-0. 

Außerdem findet man dann 

(4") g (z) — constans. 

(Poincare, calcul des probabilites pg. 155.) 

Wir wollen nun entsprechend dem, was oben gesagt wurde, die 
folgenden Voraussetzungen machen. 

Erstens wollen wir annehmen, was bei direkt beobachteten Größen 
selbstverständlich erscheint, daß, wenn samtliche Beobachtungen den- 
selben Wert ergeben haben, dieser Wert dann auch der wahrschein- 
lichste ist. 1 ) 

Dann wollen wir annehmen, daß sich der wahrscheinlichste Wert 
von z in der Form 

(5) *rf( x i> **> •"> *«) 

darstellen laßt, wo f eine in den x i homogene Funktion ist, was bei 
direkt beobachteten Größen wohl die allgemeinste Voraussetzung ist, die sich 
plausibler Weise machen läßt, und die das Postulat vom arithmetischen 
Mittel als Spezialfall enthält. 1 ) 

Es folgt nun aber aus der ersten Annahme, daß f vom ersten 
Grade homogen ist; denn es soll ja sein 

f(x, x, x, ... *)-*, 
also auch z. B. 

f(xp, xp, xp • • xp) — xp, 

was aber wegen der Homogenität gleich 

p m f(x, x, x, • • • x) also gleich p m • x ist; 

1) Auf die Wichtigkeit, diese Voraussetzung -an die Spitze zu stellen, bin 
ich Ton Herrn Professor Brendel aufmerksam gemacht worden. 

2) Wenn man sich die Aufgabe stellt zu finden, welche Funktionen 
z — 9 (Xj , x^ , • • • , Xn) zu einem Fehlergesetz von der Form G(z — x) fuhren, 
so findet man (Bertrand, Calcul des Probabilites pg. 182—83) 
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ho daß also 
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fl») 



xp =p m x y also m — 1. 

Der Grad der Homogenität ist also 1. 
Setzen wir zur Abkürzung 

|Ä lg9> (*> *)"*(*> *) und 



und achreiben wir, daß die logarithmische Ableitung des Produktes (1) 
für M — f ein Maximum sein soll, so haben wir die Gleichung 



(7) 



1 

Variieren wir die ^ so, daß dabei z konstant bleibt, so haben wir 

1 * 



t«) 



witmui durch Elimination 

d x t dx k 



df 



d Xi 



odnr iUhu 
UM 






#a\ 



dx* 



tUt / homogen ist, so wird also P vom nullten Grade homogen, 

dP 



2*-li-* 



...v* waw *M Abkürzung setzt 



■JP('l *<)* 



j 
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hat man die Gleichung 
V» f / n /8p(i, x.) dz dp{z,x t )\ 

2;* v {p(', ^{-jt-w v + -bx-) 

.(dp{z,x k ) dz dp(z y x k )\\ 
oder: 

n (. -J d *b,»i ^j dz ,**<*. *A 

p (*, **) ^— ä^— ^r *, Tj- + *« — Txr) 

Weil aber z = f vom ersten Grade homogen ist, so wird 

so daß wir haben 

dp(z, x ( ) dp(z, x t ) dp(z, Xj) dp(z, x k ) 

z — * h x t — ~ z — 1- x k — « 

dz ' • ex. dz ' * dx k 



p(z,xj P(e,x k ) 

oder in abgekürzter Schreibweise 

eine Gleichung, die nur dann bestehen kann, wenn von z allein abhängt. 
Setzen wir etwa &(z } #<) = — **(*), so haben wir also, für 
t — 1, 2, 3, • • •, n die Gleichung 

oder allgemein 

(ii) ,U£* + ,?i£Ä + tt {8)p{e> x) _ o. 

Die Losung dieser Differentialgleichung wird, wie man sieht 

(12) p(.*,x)-u(M)-rfi), 

wo V die willkürliche Funktion ist, und U als von u abhängend eben- 
falle willkürlich ist. 

Nach (10) hat man dann durch Integration 

(13) *(*,*)- «0/*(t) + y«; 

wo also a, ß, y alle drei willkürlich sind. 

Zettoehrift f. Mathematik u. Physik. 66. Band. 1908. Heft 1. 6 
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Substituiert man diesen Wert von V in die erste der Gleichungen (7), 
so bekommt man 

1 
oder 

(") ^e')=^-- F «- 

Nehmen wir auf beiden Seiten die Ableitung nach x k , so haben wir 

1 * 

Multipliziert man beide Seiten mit x h und nimmt beiderseits die Summe 
über alle £, so bekommt man 

das heißt F ist eine Eonstante. 

Ihren Wert finden wir, indem wir x t =» x t • • • — x n = x wählen; 
es wird dann nämlich nach Voraussetzung auch g^f(x lf x t , ••• £ Ä ) 
gleich x und wir haben aus (14) 

(15) nß(l)~ l J°^V-F(*y, 
aber auch 

(15') 2'ß$) -»/»(!)• 

Es folgt hieraus 

(16) X(«) = »(y(*) + /*(!)«(*))• 

Da diese Gleichung aber für alle ganzzahligen Werte von n gut, 
was auch z sei, so muß sein: 

(17) «(#)0(l) + y(#)-O 

und also auch 

also nach (6): 

(18) gr (*) = constans. 

Wir finden also in dieser Weise auf einer allgemeineren, also weniger 
willkürlichen Grundlage das Resultat (4") wieder. 
Die Gleichung (13) gibt durch Integration 

ig*(', *)-/{«(')/»(T) + K*))** + ig*(*), 
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oder vermöge (17): 

(19) lg<p(*, *)-fa(M)(ß(£)-ß(l))d, + )g6(*). 

bo daß wir schließlich haben 

(20) ,C,«)-«(»)..^ W ^H«)*. 

2>ies ist also die Form des Fehlergesetzes bei den gemachten Voraus- 
setzungen. Es treten darin drei willkürliche Funktionen auf. 

Durch die Gleichung (lö') sind ß und aneinander gebunden. 
Durch eine willkürliche Wahl von ß findet man daraus rückwärts leicht 
das dem entsprechenden Fehlergesetze zugrunde gelegte z. 

Nehmen wir zum Beispiel 

'(f)-7. 

bo finden wir aus (15') 

. *i + *i + *» + h *„ 



z = . 



also das Postulat vom arithmetischen Mittel, das die Voraussetzung für 
das Gesetz (4) bildete und das wir auch wiederfinden, wenn wir diesen 

Wert von ß in (20) einsetzen. Setzen wir nämlich I — dz — A (z) 

und — / a(z)dz — B(z) } so daß also 

A'(*).m + B*(m)-0 
wird, so geht (20) über in 
(21) 9 (m 9 x) - 0{x) • *»•-*« + *<•>. 

Es sind dies genau die beiden Gleichungen (4) und (4'). 
Nehmen wir ß f — J — ( — J , so haben wir 

P 
oder also 



und (20) geht über in 

(22) <p (ß, x) = (x) • **-*(■> + »w, 

wobei in ähnlicher Weise wie oben 

A'(m)>* + B'(m)-0. 
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Nimmt man ß ( — ) — lg ( — J , so bekommt man 



* s V*i • *a • #» • • • av 1 ) 

In diesen Beispielen ist die Zahl der willkürlichen Funktionen, 
wegen der durch die willkürliche Wahl von ß oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, durch die willkürliche Wahl der Funktion z hinzu- 
kommenden Bedingungsgleichung zwischen A(z) und B{z) } auf zwei 
reduziert. Man kann sie noch auf eins reduzieren, wenn man zugeben 
will, daß die Funktion <p (z, x) im Punkte x =• z ein Maximum hat, 
oder mit anderen Worten, daß es bei einer Beobachtung wahrschein- 
licher ist, den wahren Wert der beobachteten Größe als Beobachtungs- 
resultat zu bekommen, als einen davon abweichenden Wert. (Dies 
würde natürlich voraussetzen, daß die Beobachtungsinstrumente nicht 
etwa ganz falsch konstruiert seien; was, wenn man es in jedem Falle 
mit in Betrachtung ziehen würde, natürlich zu allerlei speziellen „Fehler- 
gesetzen" führen würde.) Wir setzen also 

/ 01gy(i, s) \ _ 

und 

/djg9(*,_*)\ 

M sssx 

Erstens sehen wir aus (20), daß die zweite dieser Gleichungen er- 
füllt ist; denn a (z) (ß (-* ) — ß (1)) wird in der Tat für x — * gleich 
Null. Die erste Gleichung wird 

(23) £lg»(«)+ [&/««'(fH- a 

Zum Beispiel wird für den Fall g - *' + ** + ' ' ' + *" , also für 

also nach der in diesem Falle gewählten Bezeichnung 



1) Vgl. Seeliger, Astron. Nachr. Bd. 132. 
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so daß das Gesetz (22) respektive (4) die Form erhält 
<p (g, x) = (?* W + B W -/•<*) *■ , 



wobei 
Setzt man 



also 



- / A{x)dx = A(#), 



^(*)--A'(*), 
so wird die Bedingungsgleichung 

-A"(*)* + 2?»-0, 



so daß 



JB(m) - f A"(*) ■ *<** - *A'(#) - A(*) + Ige 



Führen wir diese Werte von -4 und B in die obige Gleichung ein, so 
bekommt man schließlich das folgende Fehlergesetz 

(24) ?(#, ^-C-e^W-ÄW + Ä'W-^- »), 

das nur eine willkürliche Funktion enthält. 

Wie man sieht, wird fp(js,e) gleich C; das heißt die Wahrschein- 
lichkeit, den wahren Wert z als Beobachtungsresultat zu bekommen, ist 
unabhängig von diesem Werte. 

Andere Beispiele, die aber kaum dasselbe Interesse haben wie dies 
auf dem Postulat von Gauß beruhende, fuhren zu ähnlichen Funk- 
tionen qp. 



Kleinere Mitteilungen. 



Preisangaben ans der angewandten Mathematik und Physik. 
Aoadömie des Sciences de Paris. 

Für 1909: Prix Vaülant (4000 fr.). Perfectionner, en un point important, 
l'application des prineipes de la dynamique des fluides a la theorie 
de Thelice. 

Für 1910: Prix Fourneyron (1000 fr.). Etüde experimentale et theorique 
des effets des coups de belier dans les tuyaux elastiques. 
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Hang Lorenz. Neue Theorie und Berechnung der Kreiselräder, 

Wasser- und Dampfturbinen, Schleuderpumpen und -Gebläse, Turbo- 
kompressoren, Schraubengebläse und Schiffspropeller. München und 
Berlin, Oldenbourg, 1906. 
Fast alle Probeme der Hydraulik, welche dem Techniker Interesse dar- 
bieten, werden in der Regel vom Standpunkte der sog. Stromfadentheorie aus 
behandelt, die von vornherein eine stationäre Bahn jedes Flüssigkeitsteilchens 
als bekannt voraussetzt und nur mit Hilfe der Bernoulli sehen Gleichung 
die Veränderlichkeit des Druckes oder der Geschwindigkeit längs der Bahn 
untersucht. Für die in Turbinen sich abspielenden Bewegungsvorgänge hat 
Euler eine dieser Auffassung entsprechende Theorie gegeben, welche jedoch 
den Bedürfhissen des heutigen Wasserkraftmaschinenbaues nicht mehr ganz 
genügt. So sind in den letzten zwei Jahrzehnten mehrfache Versuche unter- 
nommen worden, die Eni ersehe Theorie zu erweitern, Versuche, deren Wert 
deshalb nicht hoch anzuschlagen ist, weil die Erweiterungen meist den als 
gesichert anzusehenden Sätzen der rationellen Hydrodynamik widersprechen. 
Es muß mit großer Freude begrüßt werden, daß Lorenz, von einer 
höheren Auffassung ausgehend, unmittelbar mit den Methoden der mathe- 
matischen Physik an das Problem herantritt. Leider kann man sich jedoch 
seinen Ausführungen gegenüber dem Urteil nicht verschließen, daß wesentliche 
Irrtümer in den mathematischen Ableitungen seine Resultate hinfällig machen. 
Das erste Kapitel des Buches ist den „hydrodynamischen Grundlagen" 
gewidmet. Es wird zunächst (§ l) die gewöhnliche Ableitung der Euler- 
schen Bewegungsgleichungen für ideale Flüssigkeiten gebracht, daraus in 
mangelhafter Weise der Energiesatz hergeleitet, hierauf (§ 2) die Umformung 
für Zylinderkoordinaten durchgeführt. Im nächsten Paragraph behandelt 
der Verfasser den Sonderfall der zweidimensionalen Strömung, bei der Druck 
und Geschwindigkeit vom Polarwinkel unabhängig sind, und knüpft an den 
Nachweis des Bestehens einer Stromfunktion W(r, z) in der Meridianebene 
nachstehende Bemerkungen, die zur Kennzeichnung des Buches hier wört- 
lich angeführt seien: „Würden wir dagegen die beiden Wände (zwischen 
denen die Strömung erfolgt, Anm. d. Refer.) nach verschiedenen Gesetzen 
formen, z. B. die Innenwand zylindrisch und die Außenwand nach einem 
Hyperbelbogen im Meridianschnitt, so wäre die Eontinuitätsgleichung nicht 
im ganzen Bereich der Strömung erfüllt und deren gesetzmäßiger Verlauf , 

gestört, ohne daß wir imstande wären, die hierdurch hervorgerufenen I 

Störungen rechnerisch zu verfolgen. Daraus ergibt sich der praktisch 
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eminent wichtige Satz, daß eine um eine Achse symmetrisch verlaufende 
Flüssigkeitsströmung nur durch Wandungen begrenzt sein darf, welche sämtlich 
ein und dieselbe Gleichung befolgen, in der nur ein Parameter seinen Wert 
verändert/' Der Schluß des Kapitels (§§4 und 5) bringt einige Aus- 
führungen über spezielle Bewegungsformen. 

Im zweiten Kapitel, das die „Radialräder" behandelt, liegt der Schwer- 
punkt des Buches. Es werden zunächst folgende Anschauungen als „Grund- 
lagen der Theorie" (§ 6) eingeführt: Die axiale Symmetrie der Strömungs- 
verhaltnisse wird durch unendlich dicht gestellte Führungflächen, die Schaufeln, 
erzwungen, deren Wirkung in der Einführung einer „Zwangsbeschleunigung", 
d. i. einer räumlich verteilten, sonst unbekannten Beschleunigung, in die 
Eni ersehen Gleichungen zum Ausdruck kommen soll; die Freistrahlräder, 
welche bekanntlich bei der Ausnützung großer Gefällshöhen ausgedehnte 
Verwendung finden, erledigen sich dadurch, daß sie „zurzeit eine sehr unter- 
geordnete Bolle spielen"; den Einfluß der Schwere „brauchen" wir nur zu 
berücksichtigen, wenn es sich um Räder mit vertikaler Achse handelt; 
schließlich die durch nichts näher begründete Behauptung: „Soll nun das 
Rad so vollkommen als möglich arbeiten, so muß auf jedes Element 
dQ (sc. der Wassermenge) derselbe Betrag der von außen eingeleiteten, bzw. 
nach außen in der Zeiteinheit abgegebenen Energie L entfallen." Der in 
Bede stehende und die beiden nächsten Paragraphen enthalten mehrere dem 
Referenten unverständliche mathematische Ableitungen, die schließlich zu 
folgenden in §§ 9 und 10 an Beispielen ausgeführten Resultaten führen: 
Die Stromfunktion in einem ökonomisch arbeitenden Kreiselrade hat die 
Form r 8 # = konst, die Schaufeln müssen Zylinderflächen mit Erzeugenden 
parallel zur Drehachse und von solchen im Ein- und Austritt des Wassers 
begrenzt sein; die Geschwindigkeitskomponente w n senkrecht zur Meridian- 
ebene ist eine Funktion von r allein. 

Diesen Hauptergebnissen der Lorenz sehen Theorie gegenüber hat 
Referent seinen Standpunkt bereits anderwärts 1 ) dargelegt: Die genannten 
Einschränkungen für die Bewegungsform sind völlig willkürlich; wie immer 
man die Schaufelflächen und die Profile der Radkränze gestalten mag, immer 
ist eine Bewegung möglich, welche den Eul ersehen Gleichungen genügt; 
durch geeignete Wahl der Ein- oder Austrittskante läßt sich dann der 
Lorenz sehen Forderung gleichen Energieumsatzes aller Wasserfäden — 
deren Berechtigung erst nachzuweisen wäre — Genüge tun; die Bedingung, 
daß der Energieaustausch in gleichen Zeiten erfolgen soll, ist bei dem 
Loren z sehen Resultat nicht erfüllt. 

Auf die „Axialräder 11 , also solche, durch die das Wasser wesentlich 
parallel zur Achse hindurchströmt, kann der Verfasser seine Theorie nur 
„näherungsweise" anwenden (HL Kapitel). Für die in § 15 entwickelte 
„Theorie und Berechnung der Schraubengebläse" ist es bezeichnend, daß die 
hier als Förderflüssigkeit in Betracht kommende atmosphärische Luft als 
ihkompressibel in Rechnung gestellt wird. Bei der Untersuchung der 
Schiffspropeller (§§ 16 — 18) stellt sich der Verfasser die Aufgabe, die 
Räder so zu formen, daß ein annähernd gleicher Energiumesatz für alle 



1) Physikalische Zeitschrift 1907, S. 314. Daselbst ist auch eine Kritik der 
»Zwangsbeschleunigung" gegeben. 
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Flüssigkeitselemente erreicht wird. Dabei gelangt er (u. zw. wieder durch 
ganz unklare Rechnungen) zu der Bedingung, daß sowohl die Achsial- 
komponente der Geschwindigkeit als auch das Produkt tc n r nur von z 
abhängen dürfen. Folgerungen aus dieser Auffassung, für welche das oben 
bezüglich der Radialräder Gesagte unverändert gilt, sind von berufener 1 ) 
Seite widerlegt worden. Schließlich wird (§20) für die Axial- 
Dampfturbine unter der Annahme einer adiabatischen Zustandsänderung des 
Dampfes eine Untersuchung gebracht, die kaum an das heranreicht, was 
eine sachgemäße Stromfadentheorie auf diesem Gebiete heute leistet. 

An das Erscheinen des vorliegenden Buches hat sich in Fachkreisen 
eine lebhafte Diskussion 8 ) geknüpft, die sich vornehmlich gegen die 
Richtigkeit der von Lorenz für die Praxis gezogenen Schlußfolgerungen 
wendet. Es ist vielleicht im Interesse der Entwicklung der wissenschaft- 
lichen Technik sehr zu bedauern, daß das Vertrauen der Praktiker zu den 
mit höheren mathematischen Hilfsmitteln arbeitenden theoretischen Unter- 
suchungen bei der hier geschilderten Sachlage nur leiden konnte. 

Wien, zu Pfingsten 1907. Mises. 

1. F. Kühnen und Ph. Furtwängler. Bestimmung der absoluten 
Größe der Schwerkraft zu Potsdam mit Reversionspendeln. Veröff. 
d. K. preuß. geod. Inst. Neue Folge Nr. 27. 4°. XVI u. 390 S. P. Stan- 
kiewicz, Berlin, 1906. 

2. A. BÖrsch. Lotabweichungen. Heft III. Veröff. d. K. preuß. geod. 

Inst. N. F. Nr. 28. 4°. VI u. 164 S. P. Stankiewicz, Berlin, 1906. 

3. Th. Albrecht. Bestimmung der Längendifferenz Potsdam — Brocken 

im Jahre 1906. — Versuche über die Anwendbarkeit der draht- 
losen Telegraphie bei Längenbestimmungen. Veröff d. K. preuß. 
geod. Inst. N. F. Nr. 31. 4°. 62 S. P. Stankiewicz, Berlin, 1907. 

4. 0. Hecker. Beobachtungen an Horizontalpendeln über die Defor- 

mation des Erdkörpers unter dem Einfluß von Sonne und Mond. 
Veröff. d. K. preuß. geod. Inst. N. F. Nr. 32. 8°. IV u. 95 S. P. Stan- 
kiewicz, Berlin, 1907. 
1. Die umfangreiche Arbeit der Herren Kühnen und Furtwängler 
erstreckt sich über die Zeit von 1898 Aug. 3. bis 1904 Mai 9. Anregung 
hierzu gab der Umstand, daß Herr Helmert zwischen den Ergebnissen eines 
Sekunden- und eines Halbsekundenpendels auffallend große Unterschiede fand, 
zu deren weiterer Aufklärung er diese Beobachtungsreihe veranlaßte. 

Das Prinzip des Reversionspendels beruht auf der von Huygens er- 
kannten Reziprozität von Drehpunkt und Schwingungsmittelpunkt eines Pendels. 
Zu der neuen Potsdamer Bestimmung der absoluten Schwerkraft standen 5 
verschiedene Reversionspendel zur Verfügung: ein Sekundenpendel des geodä- 
tischen Instituts, ein italienisches, zwei österreichische Pendel und ein Halb- 
sekundenpendel. Die ganze Reihe zerfällt in zwei Abschnitte; während des 
ersten ließ man die Pendel mit Schneiden auf ebener Grundlage schwingen, 



1) Gümbel in Z. d. Ver. deutscher Ing. 1907, S. 586. 

2) Vgl. fast sämtliche Hefte des Jahrganges 1907, „Zeitschr. f. d. gea. 
Turbinenwesen". 
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und zuletzt mit ebenen Flächen auf feststehender Schneide. Der Elimination 
und Bestimmung der zahlreichen einem genauen. Resultat entgegenwirkenden 
Fehler haben die Verf. große Sorgfalt zugewandt, insbesondere aber die Biegung 
der Pendel, eine bisher noch nicht berücksichtigte Fehlerquelle studiert. Als 
Schlußergebnis, gültig für + 52° 22'86 geographische Breite und 13° 4;06 
Länge Ost Green wich, kommt heraus: 

Länge des einfachen Sekundenpendels = 994,239 + 0,003 mm 

und Beschleunigung der Schwerkraft « 981,274 + 0,003 cm • sek.~ * 

Aus der Vergleichung mit anderen absoluten Schwerkraftsbestimmungen 
geht hervor, daß die hier vorliegende Eonstante unter allen die höchste innere 
Genauigkeit besitzt; es standen freilich auch die besten Hilfsmittel unter den 
günstigsten äußeren Bedingungen zu Gebote. 

Da die Verf. ihre Operationen ausführlich beschreiben und begründen, auch 
auf Theorie und Praxis der Apparate eingehen, wird der Band noch für jene 
von besonderem Wert, die sich in derartige Untersuchungen einarbeiten wollen. 

2. Das von Herrn Börsen bearbeitete astronomisch -geodätische Netz 
I. Ordnung dehnt sich wesentlich nördlich vom 52. Breitengrad von Memel — 
Goldapperberg im Osten bis Bonn — Ubagsberg im Westen aus; nach Norden 
reicht es bis Knivsberg — Kopenhagen und entsendet eine Linie noch hinauf 
bis in die Nähe von Skagen. Von den 28 Netzpunkten sind 15 Laplacesche 
Punkte, in denen Breite, Länge und Azimut astronomisch beobachtet wurde, 
während zu drei Punkten astronomische Beobachtungen überhaupt nicht ge- 
hören. Den Hauptteil der Publikation macht die strenge Berechnung der geo- 
dätischen Linien und die Ausgleichung der großen norddeutschen Polygone 
aus. Den vorläufigen Ergebnissen, deren Grundzüge seit langem bekannt sind, 
läßt sich folgendes entnehmen. Mit Bauenberg bei Berlin als Nullpunkt und 
Bessels Erdgestalt als Beferenzellipsoid bewegen sich die Lotabweichungen 
zwischen den extremen Werten — 8" und +8" in Breite und — lb" und 
+ 2" in Länge. Ein einfacher Gang mit der geographischen Lage ist nicht 
ohne weiteres ersichtlich. Der Übergang auf die neueren Elemente nach 
Helmert ändert am Werte verlauf nicht viel. 

3. Trotzdem der Brocken schon 1874 in Länge mit Leipzig und Göttingen 
verbunden worden war, haben die Herren v. Flotow, Schweydar und 
Wanach 1906 eine Bestimmung gegen Potsdam hinzugefügt, in zweifacher 
Absicht. Einmal wollte man den bei der Ausgleichung des zentraleuropäischen 
Längennetzes für den Brocken gefundenen Widerspruch von 0*10 aufklären 
und sodann auf dieser Linie die Brauchbarkeit der Funkentelegraphie im 
großen erproben. Der erste Teil der Aufgabe wurde durch die übliche elek- 
trische Längenbestimmung erledigt, deren Methode in allen Einzelheiten bei 
vielen ähnlichen Unternehmungen vom geodätischen Institut ausgearbeitet wurde, 
und für die in Ausfuhrung und Veröffentlichung ein festes, bewährtes Schema 
sich gebildet hat. Bei mehreren Gelegenheiten deutete diese Zeitschrift die 
Operationen im Umriß an, so daß die Mitteilung des Resultats genügen mag: 

Brocken, trigonometrischer Punkt, westlich vom Turm des geodätisclien In- 
stituts in Potsdam 9 m 47 s ,706 mitü. Fehler: ± 0J013. 15 Abende. 

Stromzeit für die 230 km lange Leitung Potsdam — Brocken = OfOlO. 

Die Funkensignale gab die Station Nauen der Gesellschaft; für drahtlose 
Telegraphie, 32 km von Potsdam und 283 km vom Brocken entfernt. Die 
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VtrgUrkhwg der drahtlosen Signale mit den auf gewöhnlichem Wege durch 
die oberirdische Leitung erhaltenen lehrt nun unzweideutig die Ebenbürtigkeit 
beider Methoden. Die Versuche ergaben bei verschiedenen Strom Intensitäten, 
bei voller, halber, viertel Energie der ausgesendeten elektrischen Wellen iden- 
tische Uhrdifierenzen , wenigstens weit innerhalb der bei einer Laugeübe- 
Stimmung erreichbaren Genauigkeit. Eine hohe Bedeutung kommt demnach 
der Fimkentelegraphie in Ländern mit spärlichem Telegraphennetz zu, oder 
aiirh dann, wenn es sich darum handelt, auf einem beschränkten Gebiete eine 
größere Anzahl von Längenbestimmungen auszufuhren. 

4, Ein über das geodü tische hin ausreichen des Interesse besitzt die vierte 
Handlung; Herr Hecker untersucht hier die Deformation des Erdkörpers 
unter dem Einfluß der Attraktion von Sonne und Mond, Zur Beobachtung 
dieser Wirkungen diente von Dez. 1902 bis April 1905 ein Pendel apparat 
nach v. Rebeur-Paschwitß, dessen beide Horizontalpeudel nach NE und NW 
orientiert waren. Seine Aufstellung fand das Instrument in einer 25 m unter 
der Erdoberfläche gelegenen Bninnenkammer, die es der durch die Sonnen- 
strahlung hervorgerufenen täglichen Periode nach Möglichkeit entzog. Zur 
Aufzeichnung sollten also im wesentlichen wahre Bewegungen des Lotes ge- 
langen, nur mehr verursacht durch die Anziehung der beiden Himmelskörper. 
Nichtsdestoweniger blieb die Messung der Gravitation der Sonne auf die Hori- 
zontal pendelbewegung mit Schwierigkeiten und Unsicherheiten verknöpft, 
wahrend die doppelt so große Mondwirkung mit viel größerer Genauigkeit und 
Unz weide utigkeit unter Anwendung der auch für die Gezeiten verwerteten 
harmonischen Analyse sich ableiten ließ. Es stellt sieb so der Koeffizient der 
L "table ii ktmg durch den Mond zu 0''0Ü6 T durch, die Sonne zu O"003 heraus. 
Dagegen führt die Rechnung bei Annahme absoluter Starrheit auf die Werte 
0*009 beim Mond und 0''004 bei der Sonne. Wäre anderseits der Erdkörper 
völlig elastisch, 80 müßten die Horizontalpendel natürlich in Ruhe bleiben, 
Die Beobachtungen lehren also, daß der feste Erdkörper zwar etwas nachgibt. 
aber doch seiner Deformation einen großen Widerstand entgegensetzt; denn 
die Lotablenkung macht immerhin noch s / a der für den starren Erdkörper gül- 
tigen aus. Daß nicht etwa Ebbe und Flut der Nordsee einen das Ergebnis 
gefährdenden Einfluß gewinnen können, zeigt der Verf. durch eine Darlegung 
der Flut- und Stromungs Vorgänge. Das Resultat der Untersuchung laßt sieb 
demnach dabin aussprechen, daß der Erdkürper sich ungefähr ebenso verhält, 
wie eine gleich große Kugel aus Stahl 

Straßburg iE, Wirts. 

11. Kobold. Der Bau des Fücstemsystems mit besonderer Berück- 
sichtigung der photo metrischen Resultate. Mit 19 Abbild, und 
8 Tafeln. Sammlung „Die Wissenschaft:*, 11. Heft 8°. XI u. 256 B, 

Braunschweig 1906, F. Vieweg. 6.50 Jt. 

Dein Studium der Bewegungen in unserem engeren Sonnensystem waren 

Auflage astronomischen Forschens gewidmet; es gipfelt und endet in 

j* place und ii n. tili. Kopernikus erst hatte die Bahn frei gemacht zum 

mm, I »enn da er der Erdbahn eine für seine Zeitgenossen gewaltig* 

ig erteilte, mußte die Fixstern weit, die in Ruhe blieb, ins Unge- 

ntttstn« «ich erstrecken. Der Himmelskunde erwuchs die Aufgabe, den Bau 

i erseblosHenuü Weltalls aufzuklären, nachdem sie gelehrt hatte, die 
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Vorgänge im Sonnensystem auf die einfachsten Gesetze zu reduzieren. — Das 
erste zusammenfassende Lehrbuch Über diesen Zweig, das Wege und Ziele gleich 
gründlich erörtert, legt Herr Kobold vor, der selbst in einer Frage des be- 
handelten Gebietes entscheidend gewirkt hat. 

Der Einleitung, die im Umriß die historische Entwicklung von Köper- 
nikus bis Herschel andeutet, folgt der erste Abschnitt: Instrumente und 
Beobachtungsmethoden; er beschreibt die Apparate, insbesondere die Photo- 
meterkonstruktionen, und ihre Anwendung, und legt für die nicht unmittelbar 
an die Instrumente geknüpfte weitere Verarbeituug die mathematischen Grund- 
lagen. Unter den „Einzelresultaten" des zweiten Abschnitts seien jene heraus- 
gehoben, die schon jetzt zu ziemlich sicheren Schlüssen führen. Den spektro- 
skopischen Durchmusterungen gemäß gehört mehr als die Hälfte aller Sterne 
zum I. Spektraltypus (Siriussterne), etwa Y s zum IL Typus (Sonnensterne) 
und nur 6 % zum HE. Typus (rote Sterne). Ferner verteilen sich Sirius- und 
Sonnensterne gleichförmig über den Himmel, während die roten Sterne (III), 
die Heliumsterne (Ib), die Wolf-Ray et- Sterne (üb) eine wachsende Verdich- 
tung zur Milchstraße verraten. Die am besten fundierten Schlüsse ermöglichte 
jedoch das Studium der Eigenbewegungen, die man sich aus zwei Teilen zu- 
sammengesetzt zu denken hat. Einmal spiegelt sich darin die Bewegung der 
Sonne im Weltraum, die sog. parallaktische Bewegung, und hinzu tritt die 
Spezialbewegung jedes Sterns. Macht man Annahmen über letztere, so kann 
man die erstere ermitteln. Am nächsten liegt die Hypothese der Regellosig- 
keit der Spezialbe wegun gen; sie führt, mag man nun die Winkelbewegungen 
oder die spektrographisch gewonnenen Bewegungen im Visionsradius zur 
Unterlage nehmen, zu dem bei allen Autoren übereinstimmenden Resultat, 
daß die Sonnenbewegung auf einen Punkt ziele in 270° Rektaszension und 
+ 30° Deklination, den Argeland ersehen Apex der Sonnenbahn, in der 
Nähe des Sternes | Herculis. Bei tieferem Eingehen zeigen sich indes trotz 
der guten Übereinstimmung Schwierigkeiten, die zu dem Schlüsse drangen, 
daß die Spezialbe wegungen nicht regellos verlaufen. Will man weiter kommen, 
so muß man die Eigenbewegungen selbst studieren und zu dem Zwecke be- 
diente sich der Verf. der schon von B es sei vorgeschlagenen graphischen Auf- 
zeichnung der Pole der EB. Die rechnerische Diskussion führte zu dem Er- 
gebnis, daß unter den Spezialbewegungen zwei Richtungen vorherrschen, beide 
mit der Sonne parallel, die eine ihr gleichgerichtet, die andere entgegengesetzt, 
und in verschiedenen Teilen des Himmels verschieden gemischt. Eine weitere 
große Gruppe durchdringt senkrecht die Ebene der Milchstraße. Für die 
Sonnenbewegung gewinnt man den Zielpunkt in AR. 270°, Decl. 0°, nicht weit 
von dem Stern tj Serpentis in der Milchstraße. 

Nicht minder bedeutsame Ausblicke liefern die Sternzählungen und die 
hieraus fließenden Sterndichtigkeiten in den verschiedenen Himmelsgegenden. 
Da zeigt sich zunächst, daß die hellen Sterne einen gegen die Milchstraße ge- 
neigten Gürtel im größten Kreise (Gould scher Kreis) bilden, dessen Erklärung 
man darin sucht, daß die Sonne nicht fern der Mitte eines aus etwa 400 Sternen 
bestehenden Haufens von abgeplatteter Gestalt steht. Dagegen schließen sich 
die schwächeren Sterne mit abnehmender Helligkeit immer enger an die Milch- 
straße an. Diese Erscheinungen führen in Verbindung mit dem ungleichförmigen 
Anblick zu dem Schlüsse, daß wir in ihr eine spiralförmige Anordnung der 
Materie vor uns haben. Nach dem Bilde des Schwan zu liegt der Kern der 
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Spirale; von ihm aus laufen mehrere Zweige, deren einer die Sonne fast um- 
schließt. In den entfernteren Teilen der Spirale herrschen die heißeren und 
gasförmigen Sterne vor, die dem Kern nahen gleichen physikalisch der Sonne. 
Die Analogien, denen man im Raum begegnet, wie Andromeda- und Jagdhund- 
„Nebel", erleichtern diesen Schluß. — 

Das nach der Art seines Aufbaues spannend — sit venia verbo — ge- 
schriebene Buch wird dem Astronomen bald unentbehrlich werden. Abgesehen 
davon, daß es ein Gebiet vorträgt, das noch nicht eiserner Bestand der Lehr- 
bücher geworden, prüft es kritisch das Erreichte, deckt die Lücken auf und 
regt zu weiteren Arbeiten an. 

Straßburg i. E. Wirtz. 

F. Nusl et J. J. Fric. Deuxieme ötude sur l'appareil oircumzönithai. 

Bull. Internat, de l'acad. des sciences de Boheme, 1906. 8°. 43 S. Prag 1906. 

Über das Zirkumzenital der beiden Verf. wurde schon Bd. 50, S. 157 
dieser Ztschr. berichtet. Hier bleibt nur hinzuzufügen, daß einige instrumen- 
telle Verbesserungen angebracht sind, die das Wesen der Sache nicht berühren. 
So haben die Urheber in erster Linie das Prisma vor dem Objektiv durch ein 
gekreuztes Spiegelpaar ersetzt und dadurch Fehlerquellen ausgeschaltet, die 
die Unveränderlichkeit der Höhe gefährdeten. Die zahlreichen, eingehend dis- 
kutierten neuen Beobachtungen zeigen neben befriedigend kleinen zufalligen 
Fehlern konstante systematische Fehler, die vom Azimut abhängen. Ferner 
stellte sich heraus, daß der Winkel der Kreuzspiegel im Laufe der Zeit und 
mit der Temperatur regelmäßige Änderungen erlitt, die die Verf. durch eine 
Montierung aus Nickelstahl wirksam zu verringern hoffen. i 

Trotz der Anerkennung, die die mechanisch geschickte Anordnung und I 

Ausführung des Instrumentes verdient, liegt kein Anlaß vor, die a. a. 0. be- 
gründete Ansicht zu ändern. 

Straßburg i. E. Wirtz. ! 
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land bridge. E.N. 63. 170. 



2902. L. Oppenheimer. Eine Anwen- 
dung des Satzes von der kleinsten Form- 
änderungsarbeit. G.B.B. 26. 228. 
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2960, € E Gnue et P. De»*n_ Sur 
renergie distdpee aous forme de cnaleur 
dant la paraffine tonmise iL un champ 
electrofttatiane toumant de fre'quence 
«leT^e. E E. 44. 361; 401. 

29*1, J. E. Ives. Rigidance, a new 
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43. 471. 

2974. M. B. Field. Idle currents. 
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E.Z. 26. 230; 254; 273. 

2983. O. L. Gotti. Sur une me*thode 
pour le calcul des re'seaux de distri- 
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Zur Keplerschen Bewegung. 

Von Professor M. Tolle in Karlsruhe. 

I. 

Im 44. Bande dieser Zeitschrift hat Herr Liebmann auf Seite 355 
unter der Überschrift: „Einfaches Beispiel eines Punktsystems, das bei 
seiner Bewegung einer nicht holonomen Bedingung unterworfen ist" 
den Satz abgeleitet: Wenn der Punkt B der nickt holonomen Bedingung 
unterworfen ist, daß er sich immer senkrecht gegen die Verbindungslinie 
mit A bewegt, so führt B relativ gegen A eine Zentralbewegung aus, 
genau als ob A den Punkt nach dem Newtonschen Gesetz anzöge. 

Der Satz ist in dieser allgemeinen Fassung unrichtig. Um dies 
einzusehen, braucht man sich nur vorzustellen, Punkt A sei in Ruhe, 
B bewege sich auf einer Kugelfläche um A, dann bewegt sich B stets 
senkrecht zu AB, trotzdem wird je nach der Bahn und der Ge- 
schwindigkeit von B dessen Beschleunigung eine ganz beliebige 
Richtung und Größe haben können. 

Schon die Folgerungen, die Bd. 44, Seite 356 aus der Grund- 
bedingung: 

- fo - x x ) öx % + (y, - y x )8y % + (* f - B x )ÖB t 

gezogen sind, lassen sich nicht sämtlich daraus ziehen; vor allem folgt 
aus dieser Gleichung nicht 

4=0; tf-0; 4'_0 ( 

und es darf deshalb nicht heißen: }y A bewegt sich also gradlinig mit 
konstanter Geshwindigkeit". Vielmehr ergeben sich erst aus der 
weiteren Annahme, daß sich A geradlinig gleichförmig bewegt, daß 
also x'{ = 0; y'l — und //= ist, die drei Gleichungen auf Seite 356: 
x" — X (3, — x t )] y'i — X (y 2 — y x ) und z'i = X (*j — *i), aus denen Herr 
Liebmann (mit Herrn Voss) weiterhin folgert, daß }r B relativ gegen 
A eine Zentralbewegung ausführt, so als ob die Kraft X Yt* + rj* + £* 
in der Richtung der Verbindungslinie wirkte. B bleibt also immer 

Zeiteehrifl f. Mathematik u. Physik. 50. Bau \ 1908. Heft 2. 8 
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2) Die Größe der Beschleunigung findet sich ans der Geschwindig- 



keitsanderung v a d<p zn 



»-.$• 



Bei jeder Zentralbewegung ist bekanntlich die Flächengeschwindig- 
keit konstant. Setzen wir die doppelte Flächengeschwindigkeit = c /7 
so gilt für jede Zentralbewegung, also auch hier 

2df r*dq>_ 
dt ^ dt ~ C " 
woraus allgemein folgt 

dqp Cf 
~~d~t*~ r»> 

Hier war nun die Beschleunigung 

dtp 



mithin ist hier 



b = v * dt' 



d. h. bei unserer Bewegung ist die Beschleunigung dem Quadrate des 
Fahrstrahles r umgekehrt proportional, wir haben eine Bewegung nach 
dem Newtonschen Antiehungsgesete. 



Fig. 1. 




3) Um die Gleichung der Bahnlinie zu bestimmen, wählen wir die 
Senkrechte zur Richtung von v c durch als Abszissenachse. Für die 
resultierende Geschwindigkeit v. und ihre Komponenten gilt dann nach 
dem Momentensatz für den Momentenpunkt die Gleichung: 
vh — v a r -f v c r cos <jp. 

vh ist identisch mit der doppelten Flächengeschwindigkeit c f9 folglich 

c f =- v a r + v c r cos <p 



116 
oder 



Zur Keplerschen Bewegung. 



v a + v c C0B <P . v e 

1-4 COS CD 

Dies ist die Polargleichung eines Kegelschnitts mit als Brennpunkt, 
mit dem Parameter: 

und der numerischen Exzentrizität: 






Die große Achse des Kegelschnitts steht zu v c rechtwinklig. 

Fig. 2. 4) Der Hodograph der Kepler- 

schen Bewegung ist somit, da v die 
geometrische Summe von v c und v a 
ist, v konstante Größe und Rich- 
tung, v a konstante Größe hat, ein 
Kreis (siehe Fig. 2) mit dem Halb- 
messer v a , in dem der Anfangspunkt 
0' der Geschwindigkeiten v von dem 
Kreismittelpunkt um die Strecke v c 
entfernt liegt. (v a ist hierin stets 
rechtwinklig zum Fahrstrahl r.) 

5) Um zu entscheiden , wann 
sich bei beliebig gegebener Anfangs- 
lage des Punktes P, vorgeschriebener Geschwindigkeit v und vor- 
geschriebener Beschleunigung b eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel 
ergibt, beachten wir, daß der Kegelschnitt 

eine Ellipse wird, wenn e < 1 d. h. wenn — < 1 oder v c — v a < 

v a 

„ Hyperbel „ „ e > 1 „ „ v c - v a > 

„ Parabel „ „ £=1 „ „ v c - v a - 

ist. In dem Geschwindigkeitsdreieck (Fig. 3) sei der Winkel zwischen 
v und v a — y, dann ist 

v? = v* + vi — 2vv a cos y 
oder * 

Vc — vi «=■ t>* — 2v a • v cos y. 
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Da y auch der Winkel zwischen A und r ist, so wird cos y = -, 
oder v a • t? cos y = v a • ^- — v a ■ ^ • Ferner war 



v„c, 



folglich ist 
somit 



b — -^/ oder t7 a c r = 6r*, 
2i? a v cos y = 2 — = 26r, 



v? - i£ - v* - 2br. 

Der Kegelschnitt wird also 

eine Ellipse, wenn v % — 2br < d. h. t; < ]/26r 

„ Hyperbel „ i> s - 2ftr > „ 

und „ Parabel „ t> 2 — 2br = „ 

6) Zum Schlüsse werde noch die Um- 
laufdauer T für eine elliptische Bahn be- 
rechnet Mit der doppelten Flächengeschwin- 
digkeit c f findet sich die ganze Ellipsenfläche 

^B-^Toder T--~-- 



2 



Nun war 6 = -^4- : nennt man die Be- 



v > Y2br 






v =- V2br 


ist. 




Fig. : 


i. 




/ ^* 

/ 

l X 


P 


V 



schleunigung im Abstände 1 vom Zentrum 0: 

b 1} so ist b x = 6r*, hiermit also c f • v a — » 6 1# Ferner war-- = j>; mithin 

v a 

ist Cf — ^-p oder die doppelte Flächengeschwindigkeit Cf=Yb±p. 
Folglich 



T 2*^£ 2«^1B 



V ft iP y^ 






Ist der Kegelschnitt durch 4? und € gegeben und außerdem die Be- 
schleunigung b x für den Abstand 1 bekannt, so finden sich mit der 
doppelten Flächengeschwindigkeit 

die Geschwindigkeiten unserer Bewegung 

« _ c f _ V^Jg _ j/fe" 



und 



*-t>„ 



-vi- 
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Im Vorstehenden habe ich dargetan, wie einfach und anschaulich 
sich die Eeplersche Bewegung behandeln laßt, wenn man von den 
beiden konstanten Geschwindigkeitskomponenten v a (senkrecht zum 
Fahrstrahle r) und v (mit gleichbleibender Richtung) ausgeht. 

HL 

Zur Richtigstellung des von Herrn Liebmann ausgesprochenen 
Satzes diene nachfolgende Betrachtung. 

Einer Zentralbewegung, wie oben beschrieben, mit dem festen 
Zentrum A und dem beweglichen Punkte B (um wieder die Be- 
zeichnungen des Herrn Lieb mann zu gebrauchen) entsprechend den 
beiden Geschwindigkeitskomponenten v a (der Größe nach konstant und 
senkrecht zu AB) und v (der Größe und Richtung nach unveränderlich) 
erteilen wir die zusatzliche Parallelbewegung mit der Geschwindigkeit 
— t? c ; dann hat also Punkt A eine geradlinige gleichförmige Bewegung 
(in der Ebene der Zentralbewegung) und Punkt B eine Bewegung mit 
der konstanten absoluten Geschwindigkeit v a stets rechtwinklig zum Fahr- 
strahl AB, während die Relativbewegung von B zu A ungeändert 
(d. h. eine Zentralbewegung) bleibt. Geben wir weiter noch dem 
System eine zusätzliche Geschwindigkeit v rechtwinklig zur Ebene 
der Relativbewegung von B gegen A f so erhält Punkt A eine kon- 
stante Geschwindigkeit v A , welche die geometrische Summe von — v c 
und v ist, und Punkt B eine konstante Geschwindigkeit v B — der geo- 
metrischen Summe von v a und v , die offenbar, weil ihre unveränder- 
lichen Komponenten v a und v stets rechtwinklig zu r stehen, eben- 
falls beständig rechtwinklig zum Fahrstrahle r gerichtet ist und mit 
der Ebene der Relativzentralbeweguog einen konstanten Winkel bildet 
Eine zusätzliche Geschwindigkeit, die eine veränderliche Komponente 
senkrecht zur Ebene der Relativbewegung lieferte, würde eine senkrecht 
zu r stehende Beschleunigung voraussetzen, also nicht mehr eine re- 
lative Zentralbewegung zulassen. Wir bekommen somit folgenden Satz: 

Bewegt sich ein Punkt A geradlinig gleichförmig und hat ein 
Punkt B stets eine Geschwindigkeit von konstanter Größe, die rechtwinklig 
zu/r Verbindungslinie AB steht und so gerichtet bleibt, daß die Ver- 
bindungslinie der Endpunkte der Geschwindigkeiten von A und B be- 
ständig einer unbeweglichen Ebene E, die irgend einer der Lagen des 
Fahrstrahles AB parallel ist, parallel bleibt, so beschreibt Punkt B relativ 
gegen A eine Zentralbewegung in einer zu der unbeweglichen E parallelen 
Ebene so, als ob A den Punkt nach dem Newtonschen Gesetz anzöge. 
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Einleitung. 

Im Folgenden sollen keine auf die unmittelbaren Bedürfhisse der 
ausübenden Technik zugeschnittenen, allgemeinen Rechnungsregeln für 
Balken aus Eisenbeton (armiertem Beton) aufgestellt werden. Unser 
Interesse ist vielmehr ein theoretisches; wir wollen — in den haupt- 
sächlich vorkommenden Belastungsfallen — die merkwürdige Wirkungs- 
weise des Eisenbetons auf Grund der theoretischen Elastizitätslehre ver- 
stehen lernen, indem wir versuchen, die elastischen Differentialgleichungen 
unter den jeweilig entsprechenden Randbedingungen zu integrieren und 
zwar bis zu konkreten, zahlenmäßigen Ergebnissen hin. Wer sich 
jemals mit Randwertaufgaben beschäftigt hat, wird von vornherein 
überzeugt sein, daß dieses Ziel im allgemeinen jedenfalls nur dann er- 
reichbar sein wird, wenn der Eisenbetonbalken in ziemlich einfacher 
Weise aus seinen Grundbestandteilen Eisen und Beton zusammengesetzt 
ist Auf die verwickelten Verhältnisse, wie sie in Wirklichkeit häufig 
vorliegen, sind also im allgemeinen unsere Ergebnisse höchstens quali- 
tativ anwendbar. Dafür haben unsere Untersuchungen den Vorzug, 
Ton sonst üblichen, aber willkürlichen Annahmen — von der Art 
z. B., daß gewisse ebene Querschnitte des Balkens bei der Formänderung 
eben bleiben — gänzlich frei zu sein; Annahmen, zu deren Einführung 
man anderseits einfach gezwungen ist, wenn man den verwickelten Ver- 
hältnissen der Wirklichkeit überhaupt beikommen will. 
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andern Material nehmen. 1 ) Kennzeichnet man also die zum Beton und 
zum Eisen gehörigen Größen beziehungsweise durch die Indizes (6 > 
und W, so stellen sich die Scheidewandbedingungen 
durch folgende Gleichungen dar: 



Fig. 2. 



n n ' 



«?>■ 



"i > 



rW 



4». 



Bei der Ermittlung der Spannungen, die bei 
gegebenen Oberflächenspannungen oder -verrük- 
kungen in einem Körper aus Eisenbeton herrschen, 
handelt es sich also um folgendes mathematische 
Problem: 

Die auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
bezogenen sechs Spannungskomponenten: 



6 x7 Ö 9 > <V? 



y*9 »xf xy 



und die drei Verrückungskomponenten: 



w, v, w 




sind als Funktionen von x, y, z so zu, bestimmen, daß 

1. überall im Beton und im Eisen die elastischen Differential- 
gleichungen befriedigt sind, nämlich die Gleichungen: 



(2) 



dx * t " dy "*" 



dx 

dx 



de ' 

a ^ = o 



~dT 



dt de 



dy 



- = o, 



<f- = 



m' E' r, , ..du ,dv dun 

(«•' + 1) (m' - 2) \S m } dx + dy "*" 8#J' 

(w- + 1) («' - 2) Lax + ^ m ^ a y + a* J> 



m' E' 



\*. 



* (wi' + 1)(iw' — 2)1 

>* ~ 2(m'+"i)Lajr + dy\> 
m' E' rdw dul 

•*~* 2 (»'"+!) La* + 'd*]' 
m E ' rdu dtn 

** " 2(m' +T)Ldy + 2*J' 



dv 



dun 



_r|^ + ?•+(«' -1)1*1; 

— 2) La* ' cy v y d*J' 



*) Von komplizierteren Definitionen, die der Wirklichkeit vielleicht mehr 
entsprechen würden, sei hier abgesehen. 
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und zwar so, daß überall da, wo das Material Beton ist, E' und m 
den sog. Elastizitätsmodul und das Verhältnis von Längsdehnung zu Quer- 
kontrdktion für Beton bedeuten und überall da, wo das Material Eisen 
ist, die entsprechenden Konstanten für Eisen, 

2. daß an der äußeren Oberfläche des Eisenbetonkörpers die Span- 
nungen und Formänderungen so herauskommen, wie es den dort vor- 
geschriebenen Bedingungen entspricht, und 

3. daß an allen Scheidewänden die Bedingungen (1) erfüllt sind. 
Wenn man insbesondere nach Lage der Dinge annehmen darf, daß 

in allen Ebenen, die zu einer bestimmten Ebene parallel sind, gleiche 
oder doch merklich gleiche Verhältnisse herrschen, so vereinfacht sich 
unser räumliches Problem in ein ebenes mit nur fünf (statt nenn) 
Unbekannten: 

(indem man die Z-Achse senkrecht zu jenen Ebenen wählt). Die 
Scheidewandbedingungen' (1) gehen dann in folgende über: 

u< 6 > = t*W, «(*) = v® 
(la) 

während die Differentialgleichungen (2) sich wie folgt vereinfachen: 

dx + dy u ' 



(2a) 



dx + dy ' 



ö ?lK r^'_n?« j.?n 



r, , __ 1 x du ovl 

(m' + l)(ro' - 2) L^ W l) dx + dyj' 

m'E' rdu , , n dvl 

r "" (m' + l)(m' - 2) Idx + ^ W l ' dy\> 



"~2(m' + l)Uy + a*J' 



In dem Falle, daß es sich um Körper handelt, die nach einer 
Richtung unendlich schmal sind, wobei dann in dieser Richtung keine 
Kräfte wirken, vereinfacht sich das Problem natürlich in ganz ähnlicher 
Weise; wir gehen nicht näher darauf ein. 

Die Eindeutigkeit der Lösung unseres SpannungBproblems folgt 
ganz ähnlich wie im Falle eines homogenen elastischen Körpers (aus 
einem einzigen Material). Dort nimmt man zwei verschiedene Lösungen 
als möglich an und bildet aus der Differenz beider ein über den ganzen 
Körper erstrecktes Raumintegral, welches infolge Bestehens der ersten 
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drei Gleichungen (2) identisch verschwindet. Nach den Greenschen 
Sätzen formt man dieses dann in der Weise um, daß man hat: 

Identisch verschwindendes Raumintegral = Randintegral — positives 
Raumintegral. 

Das Randintegral verschwindet, weil die oben erwähnte Differenz 
der beiden Lösungen auf dem Rande verschwindet; damit verschwindet 
auch das positive Raumintegral, und daraus wiederum ergibt sich 
leicht die tatsächliche Identität der beiden als verschieden betrachteten 
Lösungen. Versucht man nun hier dieselbe Schluß weise, indem man sie 
auf jeden einzelnen Beton- und Eisenbestandteil des Körpers anwendet, 
so bekommt man zunächst eine Anzahl von Gleichungen vonder Form: 

Identisch verschwindendes Raumintegral = Randintegral (dies kann 
auch fehlen) + Scheidewandintegral — positives Raumintegral. 

Die Randintegrale verschwinden wieder aus demselben Grunde wie 
oben, aber nicht so die Scheidewandintegrale. Summiert man aber alle 
Gleichungen, so heben sich die Scheidewandintegrale zu je zweien gegen- 
seitig fort, weil an den Scheidewänden stetiger Übergang von Spannungs- 
komponenten und Verrückungen statthat. Das Endergebnis ist also, 
daß eine Summe (mit gleichen Vorzeichen) von lauter positiven Raum- 
integralen verschwinden muß, mithin auch jedes einzelne dieser Inte- 
grale verschwindet. Von da an gelten dann wieder dieselben Schlüsse 
wie beim homogenen Körper. 

b) Über die* elastischen Konstanten des Eisenbetons. 

Da wir in dieser Abhandlung zahlenmäßigen Ergebnissen zustreben, 
werden wir zu überlegen haben, bis zu welchem Grade dabei die Zahlen- 
werte der je zwei elastischen Konstanten der beiden Grundmaterialien 
Eisen und Beton eine Rolle spielen; denn, was beim elastischen Körper 
aus einem einzigen Material (unter sehr allgemeinen Bedingungen) zu- 
trifft, nämlich, daß sie gar keine Rolle spielen, wird bei unserem in- 
homogenen Eisenbeton nicht der Fall sein. 

Der sog. Elastizitätsmodul des Betons — den wir mit B bezeichnen 
wollen — kann nach zahlreichen Versuchen von Bach als eine bekannte, 
wenn auch nicht eben sehr konstante Größe angesehen werden; es ist 

JB= 200000 bis 300 000 - g -, 

qcm' 

während der entsprechende Modul für Eisen — wir bezeichnen ihn 
mit E — etwa gleich: 

#=2000000- kg - 
qcm 
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gesetzt werden kann; das Verhältnis beider: 



E 
ist also ungefähr 



y-« 



o = 7 bis 10; 

innerhalb dieses Intervalles wählen wir nachher den Wert von © so, 
wie es für die jeweilige Rechnung bequem ist. 

Sehr mißlich wäre es, wenn für unsere Rechnungen der genaue 
Wert der anderen Konstanten des Betons, nämlich des Verhältnisses 
zwischen Längsdehnung und Querkontraktion — m — ernstlich in 
Betracht käme. Denn einmal wäre diese Größe für Beton nur sehr 
unsicher zu ermitteln, anderseits ist es aber für die folgenden Rechnungen 
wesentlich, daß man tatsächlich, ohne die in Betracht kommenden Er- 
gebnisse merklich zu ändern, die Eonstante m beim Beton einfach 
gleich der entsprechenden Eonstanten für Eisen setzen kann, einerlei, 
ob dies wirklich zutrifft oder nicht. Es hängt dies mit folgenden Tat- 
sachen zusammen. Unsere Eisenbetonkörper sind Balken, d. h. nach 
einer Richtung im Vergleich zu allen anderen Richtungen besonders 
stark ausgedehnte Eörper, die — wie es den in der Praxis vorkommenden 
Fällen entspricht — immer so beansprucht werden, daß die gefährlichen 
und deshalb hauptsächlich zu beachtenden Spannungen diejenigen Zug- 
spannungen und Druckspannungen sind, welche in jener bevorzugten 
Richtung — also der Längsrichtung des Balkens — ' wirken, und welche 
man insgesamt unter dem gemeinsamen Namen „Biegungsspannungeti" 
zusammenzufassen pflegt (eine Benennung, welche davon herrührt, daß 
fast immer in Wirklichkeit die Formänderung des Balkens im wesent- 
lichen eine Verbiegung ist). In der Tat kommen im Vergleich zu 
diesen Biegungsspannungen die in den Querrichtungen des Balkens 
wirkenden Zug- und Druckspannungen und ferner die Schubspannungen 
des Balkens nicht sehr in Betracht; die Biegungsspannungen aber sind 
nun von den speziellen Werten der Eonstanten m beim Beton und 
beim Eisen nicht sehr abhängig, was durch die folgende Überlegung 
plausibel gemacht werden soll. 

Wir betrachten (Fig. 3) einen langen Eisenbetonbalken, dessen 
Querschnitt aus einem kreisförmigen Eisenkern vom Halbmesser p und 
wnom Betonring von den Halbmessern q und jR besteht und auf deren 
Kndfliiche je ein Gesamtdruck P wirkt. Die Spannungen an einem 
Qtinmchnitt AA der Figur werden dann — als in einiger Entfernung 
Von den Balkenenden gelegen — nach einem schon von St. Venant 
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benutzten Prinzip 1 ) von der Art und Weise, wie die Gesamtdrucke P 
auf die Endfläche verteilt sind, merklich unabhängig sein, so daß es 
nur darauf ankommt, irgend eine alle sonstigen Bedingungen der Auf- 
gabe befriedigende Spannungsverteilung zu [finden, welche auf den End- 
flächen irgend eine Druckverteilung mit der Resultierenden P liefert. 
Mit Einführung der Zylinderkoordinaten x, r, <p, der entsprechenden 
Verrückungen u, v, (w *= 0), der Zugspannungskomponenten 6 X > 6 r , <r y 

Fig. s. 




(Fig. 3) werden dann, wenn wir von vornherein annehmen, daß alle 
Schubspannungen verschwinden, folgende Differentialgleichungen zu be- 
friedigen sein: 



o, 



m'E' r, , 1N 3« . 3» . v\ 

tt ^ mE ' r 8 " I (tn* U dv J. V ~\ 





dx 


-o, 


dr 


+ *" 


— 6(p 

r 




9<p 


= o, 



<*-.— 



ro'JS' 



rdu , dv 



"9 (m' + l)(m' — 2) l_0s "*" dr "*" v m 



Dj], 



wobei natürlich in den letzten drei Gleichungen m und E' beziehungs- 
weise die elastischen Eonstanten des Betons — sagen wir m und B — 
und die des Eisens — sagen wir n und E — bedeuten, je nachdem 



1) S. z. B. A. E. H, Love: Lehrbuch der Elastizität. Aut. deutsche Ausgabe 
unter Mitwirkung des Verfassers besorgt von Dr. A. Timpe. Leipzig u. Berlin, 
B. G. Teubner, 1907. Seite 156. 
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die betreffende Stelle x, r, <p im Beton oder im Eisen gelegen ist. 
Dazu kommen- als Randbedingungen: 

*<i> = für r~R 



/■ 



6 x dF = — P, wo dF ein Element der Endfläche des Balkens ist 
und als Bedingungen an der Scheidewand r = q: 

u (*> = u<'), «*•>-*>, <*<»> = <*<;>. 
Mit dem Ansätze: 

u =- 6a;, t> — dr H — im Beton, 

u = /Ja, t? — dr im Eisen, 

wo b, d y e, ß, ö beliebige Eonstante sind, wird man, wie man leicht 
nachrechnet, allen Bedingungen des Problems gerecht Die Schluß- 
ergebnisse, soweit sie für uns in Betracht kommen, sind folgende: 

wobei folgende Abkürzungen gelten: 



y mB[{m — l)(m — 2)n(ro— n)E + B*(n + l)(n — 2)(m* — m — 2)H\ 
A= " R'Enfm — W )(i» + l)(i» — 2) >' 

Y nE[(n — l)(m — 2)n( m — n) JS + J?'(n + l)(n — 2)(mn — in — 2)g ] 
* ™ Ä"-En(»i-*)(n + l)(n — 2) + 

, 2nE 



n 



(n+l)(n-2)* 
tt mB f 1 _J\_ *-# / m — 2 . n\ 

Hätten wir dagegen von vornherein m — n gesetzt, so hätten wir 
bekommen: t> p 

Mb) _ ^ £ -(6) M *(6) s 

Das Verhältnis von Längsdehnung zu Querkontraktion liegt nun er- 
fahrungsmäßig zwischen 3 und 4; demgemäß bilden wir uns folgende 

drei Fälle: . A 

a) m « 4, n = 3 

b) m — 3, w = 4 

c) w = « [Zahlenwert gleichgültig] 

und finden, daß in allen drei Fällen übereinstimmend die Spannungen 
a^ und dty gegen d® nicht in Betracht kommen und ferner, daß die 
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Spannungen 0^ in allen drei Fallen noch in der zweiten Dezimale 
miteinander übereinstimmen. Es ist nämlich in allen drei Fällen: 

^-0,08— f - 

Selbst wenn nun auch die unbekannte Eonstante m für Beton nicht 
in dem Intervalle 3 bis 4 gelegen wäre, sondern etwas kleiner als S 
oder etwas größer als 4 wäre, könnten nach Obigem hinsichtlich der 
in Betracht kommenden Spannungen tf^ keine nennenswerten Unter- 
schiede herauskommen. Aus diesem Ergebnis schöpfen tvir die Be- 
rechtigung, künftig die beiden Konstanten m und n für Eisen und Beton 
einander gleich zu setzen und ihnen im übrigen innerhalb des Inter- 
volles 3 bis 4 denjenigen Wert zu erteilen, der für die Rechnung gerade 
bequem ist. Wir setzen also: 

3 ^ m = n £ 4. 

o) Über die Erkenntnis des Nutzens der Armierung des Betons 

mit Bisen. 

Wie groß der Nutzen des Eisenbetons im Vergleich zum reinen 
Beton im einzelnen Falle ist, wird man erkennen, wenn man die 
Spannungsverteilung im Eisenbetonbalken mit derjenigen vergleicht, 
welche unter gleichen Umständen in einem reinen Betonbalken herrschen 
würde. Bei diesem Vergleich wird das Hauptaugenmerk darauf ge- 
richtet sein müssen, daß dem Beton keine nennenswerten Zugspannungen 
zugemutet werden dürfen. Liefert also die Rechnung für den reinen 
Betonbalken irgendwo große Zugspannungen, so wird man in diesem 
Falle die Armierung des Betons mit Eisen dann als zweckmäßig an- 
zusehen haben, wenn in dem Beton des armierten Balkens nirgendwo 
mehr beträchtliche Zugspannungen auftreten. In zweiter Linie und 
soweit es sich mit der eben erwähnten Bedingung verträgt, wird man 
dann noch wünschen, daß auch die Druckspannungen im Beton des 
armierten Balkens recht klein ausfallen möchten. 

II. Zahlenmäßige Berechnung der Spannungsverteilung in bestimmten 

Fällen. 

a) Bein auf Dehnung, Fressung oder Biegung beanspruchter Balken. 

Es sei ein Eisenbetonbalken in Form eines Zylinders von hori- 
zontaler Achse und von einem Querschnitt mit vertikaler Symmetrieachse, 
der sonst beliebig ist, gegeben (Fig. 4); auch die Eisenverteilung des 
Querschnittes seien Zylinder von derselben Achse und Querschnitten 
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mit derselben Symmetrieachse wie oben. Die Achse des Zylinders, die 
etwa durch den Schweqmnkt des Querschnittes gehen möge, wählen 
wir zur X-Achse, die vertikale Symmetrieachse eines der Querschnitte 

zur F-Achse und die zu beiden senk- 
rechte Horizontale zur Z-Achse eines 
rechtwinkligen Koordinatensystem^. 
Der reinen Dehnung (Pressung) uuter 
dem Einflüsse der Zugkraft P (be&w, 
der Druckkraft P) (Fig. 5 links) ent- 
sprechen dann an den beiden Endflächen 
des Balkens die Randbedingungen: 







Fig. 

T 


4. 




/ 


t^\^ 




*~J££seTi, 


1 


* 


JC 




^ 













mit SR-0 und ferner entsprechen dem Falle der reinen 
unter dem Einflüsse der beiden Biegungsmomente 2ft in Fig. 5 rechts 
eben dieselben Randbedingungen mit P = ö, wobei unter df t und if 
beziehungsweise die unendlich kleinen Flächenelemente Eisen und 
Beton auf den beiden Endquerschnitten verstanden sind» Außer den 




angeschriebenen sind an den Endflächen noch weitere Bedingungen zu 
erfüllen, die wir aber von vornherein fortlassen, da sie nachher ton 
selbst durch unsere Ansätze befriedigt werden. Auf der äußeren 
Zylinder fläche müssen ferner die Schub- und Normalspannungen ver- 
schwinden und au den Scheidewänden die Bedingungen 1 von Seite 121 
befriedigt sein, ebenso natürlich die elastischen Differentialgleichungen (3) 
Ton Seite 121, Alles das geschieht, wenn wir folgenden Ansatz wählen 
(auf den man leicht von der weiter unten folgenden einfachen Spannung*- 
▼eHeilung aus komn 



** 51**1 



***- _ 



nw 



Krt-ä^-s). 
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im Beton, 

wo bereits n — m gesetzt wurde. Dieser Ansatz befriedigt zunächst 
mit ganz beliebigen Eonstanten e^k^ ^ e Differentialgleichungen (2), 
aber auch die Bandbedingungen an der äußeren Zylinderfläche. Er 
liefert nämlich folgende Spannungsverteilung: 

(4) *»-* + <Mr f ^-K + hv, 

Unter der wesentlichen Voraussetzung nun, daß man die Eonstante 
m für beide Materialien gleichsetzen darf (was oben bereits geschehen 
ist), befriedigt man die Bedingungen an den Scheidewänden, soweit 
sie nicht schon von selbst befriedigt sind, indem man unsere Tier 
willkürlichen Konstanten den beiden Bedingungen: 

£2. h. HL 

K " *t " B 

unterwirft. Man sieht weiterhin, daß für die Endflächen tatsächlich 
nur die Bedingungen (3) übrig bleiben, welche dann mit obigen beiden 
Bedingungen die vier Eonstanten völlig bestimmen. 
Seien nunmehr: 

f t und f b die Flächen Eisen, bezw. Beton im Querschnitt des Zylinders {Jdf\ 

S t „ S b ihre statischen Momente in bezug auf die Z- Achse: {fydf\ 

J t n J b ihre Trägheitsmomente „ „ „ }) „ (fy % df\ 

dann ergibt eine einfache Rechnung: 

(0) h-±-^-*P £-*-SR, 

mit: 

A - (»f. + Q{pJ. + J h ) - ipS. + S,)». 

Hieraus sind die Spannungen im Beton (und im Eisen) des Eisenbetons 
zu ermitteln. Auch die Spannungen in einem entsprechenden reinen 
Betonbalken können daraus leicht gefunden werden, indem man einfach 
© — 1 setzt. 

Zrttochrift t Mathematik u. Phyrik. 56. Band. 1908. Heft 2. 9 
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Will man nun auf Grund unserer Formel in unserem Falle der 
reinen Pressung (Dehnung) oder Biegung den Nutzen der Armierung 
des Betons mit Eisen feststellen, indem man die Spannungen des Betons 
im Eisenbetonbalken mit denen des reinen Betonbalkens vergleicht, 
so darf man nicht vergessen, daß dieser Vergleich hinkt, weil die Art, 
wie der Punkt P, bezw. das Biegungsmoment 3Ji auf die Endflächen 
verteilt ist, in beiden Fällen verschieden ist. Einen Sinn hat — gemäß 
dem bereits oben erwähnten St. Venantschen Prinzip — der Vergleich 
nur dann, wenn man ihn auf die mittleren Teile des Balkens, als von 
den Endflächen einigermaßen entfernte Teile, beschrankt. 

Ist nun z. B. der Balkenquerschnitt nicht nur hinsichtlich der 
7- Achse, sondern auch in bezug auf die Z- Achse symmetrisch, sodaß: 

S.-0, S 6 = 

wird, und liegt reine Pressung vor (ist also 9Ji = 0), so haben wir 
gemäß obigen Formeln (4) und (5) für den Beton des Eisenbetons: 

- _ p 
und für den des reinen Betons 



tf * — fT+7> 



In unserm Falle der reinen Pressung (Dehnung) werden also durch 
die Armierung des Betons die Spannungen an den einzelnen Stellen im 
Verhältnis f +f 



verkleinert, betragen also z, B. mit f t :f b « 1 : 20, ro — 10 nur nodi etwa 
% der Spannungen eines reinen Betonbalkens. — 

Wir wollen uns jetzt überzeugen, daß man nach den Formeln (4) 
und (5) die Armierung des Betons zweckmäßig in der oberen Hälfte 
des Balkens anbringt, falls der Balken nach Art der Fig. 5 rechts rein 
auf Biegung beansprucht werden soll (P » 0). Der Einfachheit halber 
sei auch jetzt wieder angenommen, der Balkenquerschnitt sei auch 
in bezug auf die Z- Achse symmetrisch (aber jetzt natürlich unter Ver- 
nachlässigung des Materialunterschiedes, denn die Eisenverteilung ist 
ja jetzt nach Voraussetzung unsymmetrisch); es ist dann also: 

Die Spannung tf x an irgend einer Stelle y dea armierten Betons ist dann 



« + /•»)(» /, + <r„) -(«.-!)•• s? 



2R. 
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Soll nun ö x in der oberen Balkenhälfte, wo ja im reinen Betonbalken 

jedenfalls Zugspannungen herrschen, möglichst klein positiv oder, was 

noch besser ist, gar negativ werden, so muß 

nach dieser Formel jedenfalls S g positiv sein, 

d. h. man hat die Armierung in der oberen 

Hälfte des Balkens und dort möglichst hoch 

anzubringen. Bei einem Zahlenbeispiel an einem 

Balken von rechteckigem Querschnitt mit einer 

Armierung wie in Fig. 6 werden mit 

durch die Armierung die Spannungen an den 

gefährlichen Stellen (in der oberen Hälfte des 

Balkens) etwa auf */ 6 derjenigen Werte heruntergedrückt, die sie in einem 

reinen Betonbalken haben würden. 




b) An einem Ende eingespannter und am anderen transversal 
belasteter Balken. 

Hier und im Folgenden überhaupt laßt sich unsere Spannungs- 
aufgabe nicht mehr so allgemein lösen wie bisher. Wir sind darauf 
angewiesen, das ebene Problem zu behandeln und überdies beschranken 



Fig. 7. 




^ 



Eisen, 



Hetan, 



vP 



wir uns — dies freilich nur der Einfachheit halber — auf eine besonders 
einfache Art von Armierung; es soll nämlich nur eine einzige Scheide- 
wand vorhanden sein (Fig. 7.). Den Durchschnitt dieser mit der Zeichen- 
ebene machen wir zur X-Achse, die F- Achse gehe nach der Fig. 7 
vertikal nach oben. Als Bedingungen der Entspannung des linken 
Balkenendes sehen wir die folgenden an: 



(6) 



„ _ 0, v - 0, |* = für x - 0,y - 0. 
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Daß wir hierbei gerade den Koordinatenanfangspunkt wählen, ist bequem 
aber willkürlich; nach dem mehrfach erwähnten St. Venantschen 
Prinzip aber wird für die Spannungsverteilung in einiger Entfernung 
vom eingespannten Ende die Wahl des Punktes, für welchen die Be- 
dingungen (6) gelten sollen, merklich gleichgültig sein. 

Der Balken habe die Länge l, die Höhen der Teilbalken aus Beton 
und Eisen seien K und C, sodaß die Gesamthöhe des Balkens K + G 
- ist. Am freien Ende wirke eine nach unten gerichtete Schubkraft P 
In einiger Entfernung vom freien Ende wird es nach dem St. Venant- 
schen Prinzip für den Spannungszustand auf die Art dieser Verteilung 
nicht sehr ankommen. Die Längsflächen des Balkens seien gänzlich 
unbelastet. Die Scheidewandbedingungen lauten: 

„(*) - u« v< 6 > - &\ *<•> - <*<;>, t<*) - t« für y - 0. 

Unter der wesentlichen Voraussetzung nun, daß man die Eonstante m 
bei Eisen und Beton gleichsetzen darf, werden die Scheidewandbe- 
dingungen, alle Bandbedingungen des Problems und die elastischen 
Differentialgleichungen (2a) durch folgenden Ansatz, wie man leicht 
nachrechnet l ) , befriedigt : 

^Ti-E'u ~ 2(ro- 1) (Ix - is') (o, + 3a 8 y) + 2ma 1 y 

+ (2 W -l)(a f y« + a 8 y«), 
^.^--(i-o;)(2a f y + 3a3y»)-a 8 (m-l)(3^-^; 
* 9 = (l-x)(2c h + 6< h y), 

t = a x + 2a t y + B^] 
worin die Eonstanten 

E', a u <hf <h 

für Eisen und Beton beziehungsweise durch 

E > <>l> <*; °9 
t ■*** \i *h) *s 

1) Für Leser, welche mit der Air y sehen Spannungsfunktion vertraut Bind, 
sei die naturgemäße Herleitung dieses Ansatzes angedeutet: Besteht der Balken 
aus einem einzigen Material, so ist die Spannungsfunktion bekanntlich (s. z. B. 
F. Klein und K. Wieghardt: Ober Spannungsflächen und reziproke Diagramme 
usw. im Archiv der Math. n. Phys. III. Reihe VHI. 1. Heft) gleich dem Produkt 
aus l — x und einem gewissen Polynom dritten Grades in y; auf unsern An- 
satz kommt man nun, wenn man statt dieses Polynoms das allgemeinste Polynom 
dritten Grades in y wählt, was man tun darf, da die Differentialgleichung der 
Spannung« funktion VV^^ befriedigt bleibt. 
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am ersetzen sind und die neuen Konstanten c und Je folgende Bedeutung 
haben: 



6a»gC(g-f C) 

K % — a> C % 
**"" 2KC(K+0 '**> 

K+mC 



P 






09 



Besteht der ganze Balken aus Beton, so bekommt man dieselben 
Formeln mit C=B oder <o — 1; insbesondere wird 



(JT + Q» " * > "i — "i — 2KC , n , „, — ^ — zK0 , 

Der Nutzen der Armierung des Betons läßt sich in unserm Falle erst 
nach Einführung zahlenmäßiger Werte gut übersehen. Mit 

^-9, C— 1, -E:P=© = 9 
bekommt man 

1) für den Eisenbetonbalken: 

4A =»(*-*) [0,103 + 0,052 y] P, *«- [- 0,129 + 0,103 y + 0,026 y 1 ] P, 
^)-(l-x) [0,011 + 0,006y].P, *«-[-0429 + 0/>lly + 0/X»^.P, 

2) für den reinen Betonbalken: 
* x = (i-x) [0,048 + 0,012y].P, t - [- 0,054 + 0,048 y + 0,006 y 1 ] . P. 

Veranschaulicht man diese 

Ergebnisse in den beiden Pi * 8 - 

Figuren 8 und 9, so er- 
kennt man zunächst an 
der Figur 8 deutlich, wie 
zweckmäßig die Armie- 
rung des Betons in unserm 
Falle ist: 

In unserm FdUe des 
eingespannten Balkens mit 
transversaler Last am 
freien Ende ist die größte 
Zugspannung 6 xJ die im 
Beim des armierten Bal- 
kens herrscht, etwa sechs- 
mal so klein wie die größte 
Zugspannung des nicht 



» JSi&aibeton, 




Abszisseriafh^e_ _^ 



&-\-K 



\y-C 



4'JSisav 
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armierten Betoribatkens und nebenbei ist auch noch die größte Druck- 
spannung Meiner als beim nicht armierten Balken. 

Ein analoger Vergleich der Schnbspannungen nach Fig 9 liefert 
nichts besonders Bemerkenswertes. Die beiden Flachen zwischen Schub- 
spannnngsknrve und Abszissenachse sind natürlich gleich, da sie beide 

Fig. 9. 
. ...«............._ -reiner JBcUm, 



ylSsen. 



mit der Last P in derselben Weise proportional sind. Für die Scheide- 
wand (y = 0) wird gemäß den Scheide wandbedingungen: t^ = t w , aber 
nicht gleich Null, wie es bisher immer der Fall war. 

o) Balken, dessen eine Iiängsfläche einem gleichmäßigen 
Normaldruoke ausgesetzt ist. 

Der Balken Von der Länge 21, der Höhe K + C, wo K und G 
die Teilhöhe des Beton- und Eisenbestandteiles bedeuten, sei längs 

Fig. 10. 



■4 



Heton | 



\Etsen, 
l 



ööiner oberen Grenzfläche pro Längeneinheit mit dem Drucke p be- 
lastet (Fig. 10). An den beiden Enden x = ± l sei der Balken irgend- 
wie gestützt; auf die Art der Stützung kommt es nach dem Si 
Venantsohen Prinzip für die Spannungsverteilung in einiger Entfernung 
von den Enden nur wenig an. 
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Die Untersuchung gestaltet sich hier ganz ähnlich wie beim ein- 
gespannten Balken unter b). Den Schnitt der Scheidewand mit der 
Zeichenebene machen wir zur .X-Achse, die Symmetrieachse der Figur 
zur F-Achse. Ein allgemeiner Ansatz, welcher zunächst die elastischen 
Differentialgleichungen (2a) befriedigt, ist der folgende 1 ): 

^ . E'u - (m- 1)[(P* -\x*)(2a, + 6a 9 y) + x{2\ + U,y + 4a,y» 

+ 4a 8 y 8 )] + 2x(a + a x y + w* + a 8 y s ), 
^ • E'v - - 2(m - l)[a y + \a x y> + fr? + \a^1 

- (I* - «■Jfo + 2a 2 y + da^y*) - 26 2 y - 3&,y» - jo^y 8 

- a 8 y* + (m - l)[(2o 1 - 36 8 )(s* - P) - a 8 (3ZV - |*») 

+ W 4 ]; 

*, - (P - ^)(2o, + 6a 8 y) + 26, + 66 8 y + 4a,y* + 4^^, 

* f 2(a + a x y + a,y 2 + a,y s ), 

r - 2^(64 + 2a^y + Sa z tf). 
Die noch willkürlichen Eonstanten: 

sind für das Eisen mit: 
und für den Beton mit: 

zu vertauschen und die Eonstanten cc'hk' müssen dann so bestimmt 
werden, daß die Scheidewand- und Randbedingungen befriedigt sind. 
An der Scheidewand muß gelten: 

am Rande y = — C: x — 0, <J F = 0, 
am Rande y = K: * — 0, <y y — — jp. 



1) Er wird ganz ähnlich gewonnen wie der Ansatz unter b). Nach Maxwell 
u. a. (siehe z. B. die in der Fußnote von Seite 182 zitierte Abhandlung) ist die 
Air y sehe Spannungsfunktion, welche unserm Problem für einen Balken aus einem 
einzigen Material entspricht, gleich 

wo ^ und $s gewisse Polynome in y sind. Man ersetze diese durch Polynome 
dritten und fünften Grades in y, welche so allgemein Bind, daß eben noch die 
Differentialgleichung der Spannungsfunktion vV^y) B -0 befriedigt bleibt. 
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Als Bedingungen an den Rändern x — ± l, die bis zu einem ge- 
wissen Grade willkürlich sind, wählen wir die, daß die resultierenden 
Normalkräfte und resultierenden Biegungsmomente verschwinden und 
daß die Punkte x — ± l, y =— nur horizontale Verrückungen erleiden 
sollen. Hierzu kommt dann natürlich noch, daß die Schubkräfte an 
unsern Rändern x — ± l sich zusammen mit den Normaldrucken p ins 
Oleichgewicht setzen müssen. Insgesamt haben wir also: 



Für x - ± h 



fijy-O, frdy=pl, 

-c -c 

X 

fy<* x dy «0, v - für y - 0. 



l -c 



Unter der wesentlichen Voraussetzung nun, daß man die elastische 
Eonstante m bei Eisen und Beton gleichsetzen darf, lassen sich alle 
Konstanten aus diesen Bedingungen eindeutig berechnen. Die Aus- 
rechnung ist aber ziemlich verwickelt und vereinfacht sich nur dann 
merklich, wenn man über das Verhältnis der Teilhöhen C und K eine 
bestimmte Annahme einführt, nämlich die Annahme: 



c V 



E 



Setzen wir abkürzend 

so ergeben sich unter dieser Annahme für die Eonstanten folgende 
Werte: 

"■ 2 (1 + q) ' $> ** ™ * ' 

, 3 p _, 

*t~ i(l+i) m C 9 <i — Ä i> 

j, 1 p *r f * 

K S = ~~ 4o «/l 4_„r 77»' Cj =" P • «8 



,, 17(1 - e ) (» P -i)(i- g ) 
*»-i6e(i + e) *> * 4 ( i + f) --P' 

y _ A(*->+»W(*-») p ,» A(i-p+e')-l(i-g)+|g(i-g) p 
* » , (i + ») "c Cs l + p "c' 

Weiterhin setzen wir nun: 

ffl = 9, 0-1 (also iT-3); 
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alsdann bekommen wir für unsern Eisenbetonbalken folgende Biegungs- 
spannungen heraus: 

«m--[ä(P- x*)y + « - gy + ±f] • p, 



.(«), 



— na* - 



[KP-^y + ft + Vy + M-p, 



wahrend sich für den reinen Betonbalken (o = 1) ergibt: 

Ist der Balken sehr lang und beschranken wir die Betrachtung auf 
die Balkenteile in der Nähe seiner Symmetrieachse (x = 0) — was 
zum Zwecke der Anwendung des St. Yenantschen Prinzips ohnehin 
geboten ist — so kann man obige Gleichungen mit großer Annäherung 
durch folgende ersetzen: 

•»» --*<*■ -*•)•* 

«.-OT-<*)(1-F). 

Was diese Gleichungen aussagen, zeigt sich am deutlichsten bei 
graphischer Darstellung (Fig. 11). Vergleicht man diese Figur mit der 

Fig. n. 



• JSftseribeton, 



I 




fär den eingespannten Balken geltenden Fig. 8, so sieht man deutlich, 
daß die Zweckmäßigkeit der Armierung des Betons im vorliegenden Falle 
genau so zu beurteilen ist, wie beim eingespannten Balken unter b): 
Die Zugspannungen des Betons werden außerordentlich verkleinert 
(m unserem speziellen Zahlenbeispiel werden sie sogar Null); die Druck- 
Spannungen fallen ebenfalls etwas kleiner aus als beim nichtarmierten 
Balken. — 
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Untersuchungen zur Statik des Stabpolygone, insbesondere 
die Gestaltbestimmung betreffend. 

Von Alfred Jatho, Oberlehrer an der Germaniaschule zu Buenos- Aires, 

Einleitung. 

Schon Varignon hat in seinem für die geometrische Statik grand- 
legenden Werke, der im Jahre 1725 erschienenen Mecanique Nouvelle, 
die Bedingungen dargelegt , unter denen sich die in den Ecken eines 
Seilpolygons angreifenden äußeren Kräfte das Gleichgewicht halten- Das 
Hauptergebnis seiner Untersuchung besteht in der Konstruktion des 
Kräftepolygons und in der Herleitung der Beziehungen, welche dieses 
mit dem Seilpolygon verbinden. Die eich naturgemäß darbietende Frage, 
welche Gestalt das Seilpolygou annimm t, wenn die in seinen Ecken an- 
greifenden Kräfte nach Größe und Richtung gegeben sind, hat Varignon 
dagegen ganz unberührt gelassen. Bei der Gründlichkeit, mit welcher 
die Eigenschaften des Seilpolygons in der Mecanique Nouvelle diskutiert 
werden, wird man zwar kaum annehmen dürfen, daß das Problem der 
Gestaltbestimmung von Varignon unbeachtet geblieben ist. Aber er 
mochte wohl erkennen, daß eine strenge Lösung durch elementare Kon- 
struktionen im Sinne der Euklidischen Geometrie nicht möglich ist. 

Als es dann durch die Ausbildung der analytischen Mechanik mög- 
lich geworden war, die Untersuchung eines jeden mechanischen Problems 
auf die Lösung eines Systems von Gleichungen zurückzuführen, wurde 
das Seilpolygon wieder in den Kreis der Betrachtung gezogen und von 
verschiedenen Mathematikern im Vertrauen auf die durchgreifende Kraft 
der Analysis auch die Bestimmung seiner Gestalt in Angriff genommen. 
Ihre Bemühungen sollten nicht ganz vergeblich sein, insofern es gelang 1 ), 
durch den Übergang zur oberen Grenze eine neue Ableitung für di& 
Gleichung der Kettenlinie zu gewinnen. Aber die ursprüngliche Auf- 
gabe, die Gestalt des Seilpolygons zu ermitteln, blieb auch jetzt ungelöst;. 
Ja schon bei dem Versuche, für die einfachsten Fälle die Ansatzglei- 
chungen aufzulösen, stieß man s ) auf so außerordentliche Schwierigkeiten, 
daß es verlorene Muhe zu sein schien, sich mit der Lösung des all- 
gemeinen Falles zu befassen. Jedenfalls mußte man es für ausgeschlossen 
ansehen, daß sich eine auf endliche mathematische Operationen be- 






1) Vgl. Broch, Lehrbuch der Mechanik, 1861, Kap, IV. 

2) VgL De eher, Handbuch der rationellen Mechanik, 1860, 3, Bd., § 4& 
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schränkende Lösung finden lasse. Daher wurde die Aufgabe als nicht 
recht diskutabel wieder beiseite gestellt. Es waren eben nicht praktische 
Bedürfnisse gewesen, welche auf sie geführt hatten und die eine Lösung 
mit einem gewissen Zwange forderten; sie hatte sich vielmehr den 
Blicken des Theoretikers als interessantes Übungsbeispiel für die An- 
wendung der Prinzipien der Mechanik dargeboten, als solches sich aber 
infolge der auftretenden analytischen Schwierigkeiten als wenig tauglich 
erwiesen. 

In unseren Tagen hat jedoch das Problem des Seilpolygons eine 
ganz andere Bedeutung gewonnen; das Seilpolygon steht in seiner Ver- 
bindung mit dem Kräftepolygon im Mittelpunkt der graphischen Statik 
und besitzt nicht länger bloß eine theoretische Bedeutung, sondern ist 
für den Konstrukteur eins der wichtigsten mathematischen Hilfsmittel 
geworden. Wenn wir daher in der vorliegenden Arbeit von neuem an 
die Aufgabe der Gestaltsbestimmung herangetreten sind, so war in erster 
Linie den Anforderungen des Praktikers Rechnung zu tragen, es mußte 
für uns also das Bestreben leitend sein, nach einer solchen Lösung zu 
suchen, die nicht nur allgemein, sondern vor allem auch so einfach ist, 
daß sich ihre Durchführung in konkreten Fällen verlohnt. Und eine 
nach dieser Seite billigen Ansprüchen genügende Lösung hoffe ich durch 
die im nachfolgenden geschilderte Lösung zu geben. Außer diesem 
praktischen Ergebnis, daß auch die verwickeisten Aufgaben über das 
Seilpolygon auf einem verhältnismäßig mühelosen Wege zugänglich 
werden, glaube ich aber auch einige allgemeine Sätze der graphischen 
Statik vorlegen zu können, die von Interesse sein dürften. 

Der allgemeinen Orientierung halber sei der Gedankengang der 
später in ihren Einzelheiten zu entwickelnden Lösung bereits an dieser 
Stelle kurz dargelegt. Die Lösung ist eine Näherungslösung) eine solche 
konnte ja allein in Frage kommen, wenn wie in unserem Falle die 
strengen Methoden versagen. Zunächst wird mit Benutzung der Be- 
ziehungen zwischen dem Seil- und dem Kräftepolygon zeichnerisch ein 
Gebiet bestimmt, welches die gesuchten Wurzeln enthalten muß. Die 
genauere Lage der Wurzeln wird dann weiter durch eine einfache Inter- 
polation zu den Grenzen dieses Gebietes in Beziehung gesetzt. Um 
die so durch die Zeichnung gefundenen Näherungswerte auch rechnerisch 
zu verschärfen, werden hierauf die in der Zeichnung ausgeführten Kon- 
struktionen in die Sprache der Algebra übertragen und die sich jetzt noch 
ergebenden Abweichungen der Lösungswerte zum Ausgange einer sich 
auf den Taylor sehen Lehrsatz stützenden Korrekturrechnung gemacht. 

Da die benutzte Methode sich auf die Lösung der Aufgaben über 
die Gestalt des Seilpolygons mit so großem Vorteil anwenden ließ, so 



140 Untersuchungen zur Statik des Stabpolygone. 

schien es angezeigt, sie auch auf die Behandlung von anderen das Seil- 
polygon betreffenden Aufgaben zu übertragen und dadurch auf der 
gleichen Grundlage eine möglichst erschöpfende Darstellung der Statik 
des Seilpolygons aufzubauen. Entsprechend dieser Erweiterung des 
Themas zerfällt unsere Arbeit in mehrere Hauptabschnitte. In dem 
ersten dieser Teile wird zunächst gezeigt, wie sich die Gestalt eines 
unter dem Einfluß äußerer Kräfte stehenden Seilpolygons oder allgemeiner 
eines Stabpolygons von beliebiger Gliederzahl ermitteln läßt, falls die 
Endpunkte des Polygons festgehalten werden. Hieran wird weiter die 
Lösung einer geometrischen Aufgabe der Maxima- und Minimarechnung 
angeschlossen, deren algebraische Behandlung ganz analoge Schwierig- 
keiten wie das Problem des beweglichen Stabpolygons verursacht. Den 
Beschluß des ersten Teiles bildet die Untersuchung des allgemeineren 
Falles, daß auch die Endpunkte des Stabpolygones als beweglich an- 
gesehen werden. 

In dem zweiten Teile werden wir umgekehrt voraussetzen, daß die 
Gestalt des Polygons gegeben ist, und die Frage erörtern, wie über die 
in den Ecken des Polygons angreifenden Kräfte zu verfügen ist, damit 
sie sich im Gleichgewichte halten. 

In dem dritten Teile werden wir aus dem Prinzip der virtuellen 
Geschwindigkeiten die Gleichungen des Gleichgewichtes der beweglichen 
Stabkette ableiten und den Grad feststellen, welchen die aus ihnen 
folgende Elimintionsgleichung annehmen müßte, falls es möglich wäre, 
die verschiedenen Gleichungen des Gleichgewichtes in nur eine Gleichung 
mit einer Unbekannten zusammenzufassen. 

In einem Anhange ist schließlich der Versuch gemacht, für die 
Näherungslösung, die wir für das Problem der beweglichen Stabkette 
entwickeln werden, auch die Fehlergrenzen zu bestimmen. 

Sämtliche Untersuchungen beschränken sich auf den Fall der Ebene 

Erster Teil. 

Aufgabe 1. 

Es sind n in derselben Ebene gelegene, gewichtslose Stäbe von 
den Längen M^M^ — r 19 M x M 2 — r,', .... M H _ 1 M n — r n durch Scharniere 
zu der Stabkette M M l M 2 . . . . M n aneinandergefügt (Fig. 1). In den 
Gelenkpunkten M 1} M 2 , . . .M n _ x greifen n — 1 in der Ebene der Stab- 
kette gelegene Kräfte an, von denen sowohl ihre Größe P l} P 2 , ...P«..! 
wie ihre Richtungswinkel ß lf ß % , ... /3 n _, gegen eine feste Achse, die 
«?-Achse, bekannt sind. Man soll die Gleichgewichtslage bestimmen, in 
welche die Stabkette sich unter dem Einfluß der gegebenen Kräfte ein- 
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Jig. 1. 



^Yf< 



stellt, falls sie sich reibungslos um ihre Endpunkte M und M nJ die 
als fest angesehen werden, drehen kann. 

A. Graphostatische Lösung. 

Wir benützen den folgenden, von Varignon aufgestellten Satz: 
Die Stabkette M M 1 M t ....M m (Fig. 1) mit den festen Endpunkten M^ 
und M n befinde sich unter dem 
Einflüsse der Kräfte P lf P a , . . . 
P B _j im Gleichgewichte und man 
habe das Kräftepolygon Q 17 Q 9 , 

Q n konstruiert, indem man 

die Strecken Q t Q„ Q S Q $ , .... 
Q%-i Qn P arft ll e l un d gleich den 

Kräften P lf P 2 , P n _ x zeichnet. 

Ferner seien durch die Ecken des 

Kräftepolygons Q u Q %y Q n 

Parallelen zu den Stabrichtungen 
M M V M x M„ . . . M n _ x M n gezogen. 
Dann besteht die Bedingung des 
Gleichgewichts darin, daß sich diese 
Parallelen in einem Punkte S, dem 
Pole des Kräftepolygons, schneiden. 

Um diesen Satz auf unsere Aufgabe anzuwenden, legen wir (Fig. 2) 
die Kräfte P lf P % , 

znge^iÄ •.. •«. 
aneinander. Dann 
wird jeder Lage 
des Poles S ein 
bestimmter Ver- 
lauf m m t . . . m H 
der Stabkette als 

Gleichgewichts- 
figur entsprechen. 
Ist die Lage des 
Poles S gegeben, so 
erhalten wir den zu- 
gehörigen Linien- 

*»g «o^l m n> 

indem wir, was uns 

frei steht, den ersten Endpunkt, m in den festen Punkt M legen und die 

Strecke m^m^ parallel zu dem (in der Figur nicht gezeichneten) Polstrahl Q x 8 




P M _ t nach Große und Richtung zu dem Linien- 

Pig. «. 
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ziehen und der Länge nach gleich r x machen, dann weiter m l m t parallel 
zu dem Polstrahl Q 2 S ziehen und der Länge nach gleich r, machen. 
So fortfahrend bekommen wir schließlich den zweiten Endpunkt m % . 
Wir können auf diese Weise zu jeder Lage des Poles S den Verlauf der 
entsprechenden Stabkette konstruieren, und unsere Aufgabe läuft offen- 
bar darauf hinaus, dem Pole S eine solche Lage zu erteilen, daß der 
Endpunkt m n in den gegebenen zweiten festen Punkt M n fallt Um 
dieses zu erreichen, bedienen wir uns des folgenden graphischen Inter- 
polationsverfahrens. Wir wählen die Lage des Poles von vornherein 
so, daß dem Augenschein nach der Endpunkt m n in die Nähe des 
Punktes M n fallen muß. Bei der Lage des Poles, die wir in unserer 
Figur gewählt haben, ergibt sich durch die Ausführung der angegebenen 
Konstruktion, daß der Endpunkt m n zu tief nach rechts fällt. Es folgt 
daraus, daß der gesuchte Pol mehr nach links oben liegen muß. Wollen 
wir nun die richtige Lage des Poles ermitteln, so müssen wir uns 
darüber Aufschluß verschaffen, in welcher Weise sich die Lage des 
Endpunktes m n ändert, wenn das Änderungsgesetz für den Pol S be- 
kannt ist. Zunächst ist es klar, daß, falls sich der Pol längs einer 
Kurve bewegt, auch der Endpunkt m n eine Kurve beschreiben muß. 
Für diese Kurve, längs deren sich der Pol bewegen möge, wählen wir 
als einfachsten Fall ein Paar Geraden, die wir durch die anfangs an- 
genommene Lage des Poles S parallel zu der a> Achse, bzw. senkrecht 
dazu ziehen. Mit Hilfe der dargelegten Konstruktion bestimmen wir 
dann die Lagen ^, 1%, ^ bzw. fi[, j*i, ^ des Endpunktes der Stab- 
kette, welche den Lagen S u S if S> 8 , bzw. S[ 7 S*, £3 des Poles auf 
diesen beiden Geraden entsprechen. Ziehen wir jetzt noch die Kurven 
WnPifath un d 9K„/*iP3ft3> so können wir dieselben als die Bezugslinien 
eines Koordinatensystems für den festen Punkt M u auffassen. Die 
Koordinaten /t n , p! n des Punktes M n in bezug auf dieses System er- 
halten wir näherungsweise, wenn wir durch M n ein Paar Kurven ziehen, 
die zu den Bezugslinien gleichlaufend sind. Da ferner durch unsere 
Figur graphisch der Zusammenhang zwischen dem Gebiet des End- 
punktes der Stabkette und dem Gebiet des Poles dargestellt ist, so 
können wir durch eine naheliegende Reduktion aus den für fi n und /*» 
gefundenen Werten auch annähernd die gesuchte Lage S n des Poles 
des Kräftepolygons bestimmen und erhalten damit zeichnerisch eine 
Lösung der gestellten Aufgabe. 

Was die praktische Ausführung der geschilderten Polbestimmung 
betrifft, so empfiehlt es sich, durch einige Vorkonstruktionen zunächst 
eine möglichst passende Lage des Poles 8 zu ermitteln, derart, daß der 
Punkt m n möglichst nahe an den Punkt M n zu liegen kommt. Denn 
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offenbar wird man für die Koordinaten {i n und /*» um so genauere Werte 
erhalten, je kleiner das Interpolationsgebiet ist. 

B. Die numerische Korrektur des graphisch ermittelten Poles. 

In dem vorigen Abschnitte ist gezeigt worden, wie man graphisch 
die Lage des Poles so genau bestimmen kann, als es die Zeichnung 
zuläßt. Das so gewonnene Resultat soll nun als Ausgangspunkt einer 
numerischen Korrektur benützt werden, welche es gestatten wird, unsere 
Aufgabe mit jedem gewünschten Grade der Genauigkeit zu lösen. 

Wir beziehen hierzu die Stabkette auf ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system x, y 9 dessen Anfangspunkt wir in den Endpunkt M der Stab- 
kette legen. Den Neigungswinkel des Stabes M v t M v = r v gegen die 
positive a:-Achse bezeichnen wir mit a v und denjenigen der Kraft P v , 
wie bereits oben angegeben ist, mit ß v . Ebenso beziehen wir das 
Kraftepolygon Q x Q 9 . . . . Q n auf ein Paar Achsen £, 17, das wir durch 
den Punkt Q t parallel zu den Achsen x, y ziehen. Sind demnach 
£i> V? %2> % n8W - b zw * die Koordinaten der Ecken Q lf Q 2 usw., so 
finden wir zunächst 

^ — Pi • cosft + P* ■ cosft; 

g 3 — P t • cosft + P 2 ■ cos/1, + P 8 . eos/V, 



(1) 



^-Pi-sinft; 



% = P t • sinft + P a • sin/V, 

% — P x • sinft + P 2 ■ nn A + P 8 • sin ft; 

Ferner ist, falls die Koordinaten des graphisch gefundenen Poles £ 
und 7] sind, 



(2) coso^«— ==, cos«, 



S _„ «-St 



cosa. — —. _ 6> , 

sin a x — -^==~= , sin a 8 = ' ,l 



_ 3 — fr 
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Bedeuten nun x ny y n die Koordinaten des Punktes m H) der dem graphisch 
gefundenen Pole entspricht, so ist weiter 

(3) x n =• r x ■ cos «! + r a • cos a 2 + r n • cos a nf 

y n =- r t • sin a t + r, • sin « 8 + r u • sin a w . 

In diesen Ausdrücken setzen wir für cos a lf cos «,, ; sin a 1} sin o^, .... 

die Werte (2) ein. Dann folgt: 

(4) sE-iy * _ + r . ■^J-.zJi +r ■ * J Z $ 



+ .... + % 



ys-i.-^+di-^-,) 1 " 



Wären nun £ und 17 die Koordinaten des wahren Pols, d. h. des- 
jenigen, durch den die Lösung der Aufgabe bestimmt wird, so müßten 
die Werte für x n und y' n > die wir aus den Formeln (4) auf Grund dieser 
Werte von g und i\ finden, mit den bekannten Werten x n und y n der 
Koordinaten des festen Punktes M n zusammenfallen. Da dieses im 
allgemeinen nur näherungsweise stattfinden wird, so besteht die aus- 
zuführende Korrekturrechnung offenbar darin, den Koordinaten g, 17 
solche Inkremente zu erteilen, daß die mit Hilfe der Formeln (4) zu 
berechnenden Werte x nf y n gleich x n , y n werden. Bezeichnen wie diese 
Inkremente mit d£, drj und führen wir weiter für die rechten Seiten 
der Formeln (4) die Abkürzungen /* a (£, rj) und f b (£ f rj) ein, so muß 
demnach sein 

X n — X n + dx n = f a ($ + dl, 71 + dt}), 

Vn = y'» + dy' n = f b (k + d$, r, + d V ). 

Aus diesen Beziehungen folgt aber, wenn wir f a (^ + d%, rj + drj) und 
fb(% + d%> V + drj) na °h dem Taylorschen Lehrsatze entwickeln und 
uns dabei auf die linearen Glieder beschränken: 
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Es ist aber, wie man durch Differenziieren findet, 
d[ 4 — £, 1 (n — n,)* 



?r l-l, 1 (n-n,Y _ 

1 lVÜ=IJ T +(n--n,) i } " {( |_| f ). + () ,_, f )"."}i ' 

d_ r i—i, 1 = (t — i,)(n—n,) 

s <ilV(i-U* + (n-n,)*r "(tti:y»"+ÖP",j"« }* 

^ p i — 1> 1 (} — tj(n — nj 

d * lVW=tf+(n-%)*\ " jä^y. + ;,_,).}* 

d_ r i — i;, "i (6— tj' 



Daher erhalten wir 

(5) <fal-|V , "' +r.-. to-^ -- ir 

"" " {«-!,_!)• + (ti-n.-x)*}^ 
L 1 Ir + nM*"*" , 'l«-li) i +(ii-n.) i }* 

+ ....r..-- g^*-^-^^ Zl-fl 

+ ....*•-• r- • dy. 

{(l-«„_ 1 ) + (l-'>,._ 1 ) , }*J 

Wir können jetzt in den beiden letzten Formeln die Faktoren von 
d% und di\ berechnen, da in ihnen nur bekannte Größen vorkommen. 
Nachdem dieses geschehen ist, bilden wir die Differenzen 

(6) X n - X' H — dx' n , 

y.-yi-rfyi- 

Sind so auch die Größen dx' H , dy' n gefunden, so erhalten wir die 
gesuchten Inkremente rfg, dtj, indem wir die Gleichungen (5) nach 
dl and dt] als Unbekannten auflösen. Dann sind, soweit die Be- 

Z*it»chrift f.MMheratftk u. Phytik. M. Bui 1908. Heft S. 10 
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schränk ung auf lineare Glieder bei der Entwicklung nach dem 
Taylor sehen Lehrsätze zulässig war, die Koordinaten des wahren Poles 

£, — I + rflf % -= 7) + i 

Wir wollen aus den Gleichungen (5) noch einige Folgerungen at 
leiten, die wir am Schlüsse dieser Arbeit mr Bestimmung der Fehler- 
grenzen benutzen werden und deren man sich auch mit Vorteil zur 
Berechnung der Faktoren von d| und f/ij in den Gleichungen (5) be- 
dienen kann. 

Dazu führen wir für die als Eonstanten anzusehenden Faktoren 
von tf| und <h] die Abkürzungen ein 



dl 



= a 



i j 



fn 



-^? 



h df » 1 



wodurch die Gleichungen (5) übergehen in 

(7) dw f n = a x ■ dl + a s - rf*j t 

dpi — b % - d% + b % - dt} . 

Nun ist aber, wie aus den Ausdrücken für a v <z s ; b v b s in den Glei- 
chungen (5) hervorgeht, 

(8) K-%* 



wo p y die Länge des Polstrables von dem graphisch ermittelten Pol» ^* 
nach der Ecke Q f des Kräftepolygons bedeutet. Um die beiden no 4 " 
fehlenden Gleichungen zur Bestimmung der Konstanten a t bis b t ^^ 
erhalten, denken wir uns durch den Pol S n (in Fig. 3 S a ) parallel ^ u 
den Koordinatenachsen | und i? ein Paar Geraden gezogen, die wir ä** 5 
Träger der Vuriabeln r/| und dy auffassen, und ferner in dem Pl^* :r3e 
des Seilpolygons für die Nachbarschaft des dem Pole S n entspreche* * y " 
den Punktes Ml die jene Geraden abbildenden Kurvenäste M f n p m uu^*** 
Mlpl konstruiert Diese Kurvenäste erhalten wir im allgemeinen rö 1 
hinreichender Genauigkeit, indem wir einlach durch den Punkt Ml ^* rr 
Paar Linien ziehen, die mit den Kurven m^ . . . fi$ und m n ^[ ■ * , /** 
gleichlaufend sind, Wünscht man ihren Lauf mit größerer Genauigk:^**' 
festzustellen, so empfiehlt es sich, wie es in Fig. 3 geschehen ist, nool* 
den Punkt n* zu konstruieren, welcher dem vierten Eckpunkt St d* 
Rechtecks St SSI Sf zugeordnet ist Daim braucht man den Punkt f* 
nur nach mit den Punkten p f und j4 durch ein Paar Linien zu v^x^ 
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Fig. 8. 



binden, welche den gegenüberliegenden Kurvenabschnitten p,m M und 
pjm w bezw. ähnlich sind, um zwischen den Seiten des dadurch ent- 
stehenden Kurvenvierecks die gesuchten Kurvenäste hinlänglich genau 
einzeichnen zu können. Die Neigungswinkel dieser Kurvenäste können 
wir nun leicht zu den Gleichungen (7) in Beziehung bringen. Denn 
setzen wir in den Gleichungen (7) dr] gleich Null und variieren dl, 
mit dem Werte Null beginnend, so stellen die aus den Gleichungen (7) 
folgenden zusammengehörigen Werte von dx' n und dy' n offenbar die 
laufenden Koordinaten der Tangente t im Punkte M' n an den Kurvenast 
Mntin dar. Es ist mithin 

m $-% 

-tg (d^t). 

Entsprechend finden 
wir, indem wir dg — 
setzen, 

wo mit t' die Tangente 
im Punkte m' n an den 
Eurvena8t M' n y^ bezeich- 
net ist Da wir nun die 
Größen der Polstrahlen q v und der Winkel (dx' n , t) und (dxZ, f) aus 
der Figur entnehmen können, so sind wir hierdurch in den Stand ge- 
setzt, mit Hilfe der Gleichungen (8) bis (11) die Konstanten 04, 04; b l7 b s 
in einfachster Weise zu berechnen. 

Die Werte, die wir so für 04, a 2 ; b v 6, erhalten, werden freilich 
weniger genau sein, als wenn wir zu ihrer Berechnung die Ausdrücke 
für sie in den Gleichungen (5) benutzen, und daher die Werte der 
korrigierten Polkoordinaten £" — g + dg, 17" — fl + dy unter Umständen 
noch einmal zu berichtigen sein. Dies läßt sich jetzt aber mit geringer 
Mühe bewerkstelligen. Man berechne dazu den Punkt Jf«, der dem 
Pole g", rfe zugehört, nenne die Abweichungen seiner Koordinaten von 
denen des Punktes M n dx'n und dy* und setze die Gleichungen an 

dtf-a^dV + ai-dri", 

dy^b^df + h-dri", 

wo man für die Konstanten 04, <y, b v 6 2 wieder die bereits bestimmten 

10« 
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Werte benutzen darf. Löst man dann noch diese Gleichungen nach 
d%" und dr[ r auf, so erhält man als die Polkoordinaten die genaueren 

Werte fc-tf + *r, Vc = y" + d V ". 

G. Zahlenbeispiel. 

Die Stabkette (Fig. 3) bestehe aus drei Gliedern von den Langen 
M M t = 4 m, M^M^ -» 3 m, M 9 M $ = 2 m; die Koordinaten der festen 
Endpunkte seien x =» y =* m und a; 3 « Jm, y 3 = m. In dem 
Punkte ü^ wirke die Kraft P x = 3,5 kg unter dem Neigungswinkel 
ß x — 110° und in dem Punkte üf 9 die Kraft P 2 — 2,5 kg unter dem 
Neigungswinkel ß 9 — 60°. 

Lösung. Wir legen den Pol des Kraftepolygons Q t Q 9 Q 3 in den 
Punkt S. Benutzen wir für das System g, y den gleichen Längenmaß- 
stab wie für das System x } y, so finden wir durch Ausmessen für die 
Koordinaten des Punktes S inbezug auf das System £, tj die Werte 2 
und 2,5. Hierauf konstruieren wir den Linienzug Jtf m 1 m 8 tik { , welcher 
den dem Punkte S als Pol zugehörigen Verlauf der Stabkette darstellt, 
und bestimmen weiter die Punkte /*i, jtt»; fii, pi, welche den Lagen Si, &; 
8i 9 S% entsprechen, 

In unserer Zeichnung haben wir für die Größe der Strecken 
SSi — &S, — S# — 81Si den Wert 0,5 gewählt. Daher müssen wir 
auch auf den Bezugslinien m s /iift2 bzw. mapiiH den Punkten ji* und ft s 
bezw. p'i und pi die Werte 0,5 und 2 • 0,5 zuschreiben. Denken wir 
so auf den Bezugslinien eine Skala angebracht, so ergeben sich nach 
dieser Skala aus der Figur für die Koordinaten des Punktes M s die 
Werte jtt 8 =- 0,35, ^ = — 0,5. Daher sind auch die Korrekturen der 
Koordinaten des Poles S gleich 0,35 bezw. — 0,5. Demnach liefert die 
Zeichnung für die Koordinaten des gesuchten Poles die Werte £ = 2 
+ 0,35 - 2,35 und rj - 2,5 - 0,5 - 2. 

Diese Werte benutzen wir als die Ausgangswerte der in Abschnitt B 
geschilderten Korrekturrechnung. Nach den Formeln (1) erhalten wir 
zunächst für die Koordinaten der Punkte Q t und Q $ 

k- 3,5 • cos 110° - - 1,197 ; rj % - 3,5 • sin 110° - 3,289 ; 

63=3,5■cosll() +2,5.cos60 =0,053;1 ? 3-3,5.smll0 +2,5.8in60 -5,454 , 

Setzen wir diese Werte in den Formeln (2) ein, so ergibt sich weiter 

ai = 40°24'; ^--19°58', «t-- 56*22'. 

Für die Koordinaten des Endpunktes Mi der Stabkette, der dem 
Pole | ■= 2,35, rj = 2 entspricht, bekommen wir daher nach den For- 
mein (3) die Werte ^ _ 6>974 . y . % _ _ 0>m 
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Es ist mithin 
dxi - 7 - 6,974 = 0,026 ; dyi - - (- 0,097) = 0,097 . 

Wir haben jetzt die Koeffizienten von dl, drj in den Formeln (5) 
zu berechnen; wir finden für sie die Werte 0,9714 und 0,1622 bezw. 
0,1622 und 1,6020. Für die Berechnung von dl und dr\ ergeben sich 
daher die beiden Bestimmungsgleichungen 

0,026 - 0,9714 . d\ - 0,1622 . dy, 

0,097 0,1622 . dl + 1,6020 - dy . 

Aus ihnen folgt dl = 0,0375 und drj - 0,0644. Daher erhalten 
wir schließlich für die Koordinaten des Poles die korrigierten Werte 

& - 2,35 + 0,0375 - 2,3875 ; ,, - 2 + 0,0644 - 2,0644 . 

Um jetzt den Verlauf der Stabkette zu bestimmen, der diesem 
Pole entspricht, setzen wir die Werte für g c und rj e in den Formeln (2) 
ein. Dadurch finden wir für die Neigungswinkel der drei Stabe die 
Werte 

«t- 40*51'; o, 18°52'; a, 55°28'; 

und dann weiter nach den Formeln (3) für die Koordinaten der 
Punkte M 19 M„ M s 

^-3,027; y t - 2,617; 

x t - 3,027 + 2,839 - 5,866 ; y 2 = 2,617 - 0,970 - 1,647 ; 

x t = 5,866 + 1,134 - 7,000 ; y 8 - 1,647 - 1,647 - 0,000 . 

Beschränken wir uns also auf die Genauigkeit, welche die in vor- 
stehender Rechnung angewandten vierstelligen Logarithmen zulassen, 
so fallt der Endpunkt der Stabkette genau in den gegebenen festen 
Punkt M r 

Anstatt zur Berechnung der Faktoren von dl und dr\ die Aus- 
drücke für sie in den Gleichungen (5) zu benutzen, wollen wir die 
Korrektur auch nach der zweiten, sich auf die Figur stützenden Methode 
ausführen. Wir entnehmen aus der Zeichnung die Werte q x = 3,1, 
fc - 3,5, r 8 =• 4^ und «fc (dzi, t) - - 7°,5, (dotf, - 95° und er- 
halten daher 

«i + ^-^J-ä + p + ä- 2 ' 63 ' 

ji_tg(-7«6). 0,132, 

o, 6, "* » 



150 Untersuchungen säur Statik de« Stabpolygons, 

Aus diesen Gleichungen folgen für die Konstanten die Werte 

^ - 1,05, o, = h x = - 0,138, o, = 1,58. 
Daher lauten die Korrekturgleichungen 

0,026 - 1,05 . rf t - 0,138 - d v f 
0,097 - - 0,138 ■ d-t + 1,58 . <i n . 

Ihre Wurzeln sind rf£ — 0,0334 und dt} = 0/)644 und somit d 
korrigierten Polkoordinaten % Q - 2,35 + 0,0334 - 2,3834, ^ c - 2 + 0,06 
iü 2,0644. Die Abweichungen dieser Größen Ton den nach der schärfer 
Methode berechneten Werten der Polarkoordinaten ist so geringfügi^- 
daß eine nochmalige Korrektur überflüssig ist. 

Bemerkung. Der in dem voranstellenden Beispiele behandeL 
Fall, daß die Stabkette nur aus drei Gliedern besteht, läßt sich au 
auf die interpolative Bestimmung von nur einer Unbekannten zurüc 
führen. Es ist indessen die Interpolation nach zwei Variabein v* 
gezogen worden, da es darauf ankam, das aÜgetöieme, für eine belieb* 
Anzahl von Stäben gültige Verfahren darzustellen. 

Anwendung auf ein Problem der Geometrie. 

In engem Zusammenhange mit der vorhergehenden Untersuch 
steht die folgende Aufgabe der Maxinia und Minimarechnnng. 

Aufgabe 2. 

Es ist ein starres, ebenes Polygon Q t Q s . . *. Q n gegeben, Mi 
soll in seiner Ebene einen Punkt 8 bo bestimmen, daß die Summ' 
seiner Entfernungen von den Ecken des Polygons ein Minimum wir 

Lösung. Wir beziehen das Polygon auf ein rechtwinkliges KoordiÄ 
natensystem mit den Achsen | und t/; die Koordinaten der Punk 

Qi, Q%, Qn SG ^ n Ei, f hS I s? %; £*> *?*■ Der Punkt 8 habe di 

Koordinaten |, rj. Dann haben wir die Summe der positiven Wu 





V&-W+(vi-ny+V%-SYHn l -vy+---+V{Z H -tf + ('i„-v 

zu einem Minimum zu machen. Nach den Vorschriften der Differenti* 
rechnung müssen wir dazu die aufgestellte Summe partiell nach £ und_ 
ditferentiieren und die partiellen Differentialquotienten einzeln glei«r^i 
Null setzen. Dadurch erhalten wir zwei Gleichungen in | und r if Aer-^jj 
Wurzeln die Koordinaten des gesuchten Punktes S sind. Diese beüez? 
Gleichungen sind 
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ii—i i _ _f»_~~S | I __ 6„ — 6 , „0 

V&-t)*+(nt-nr y(fc — ©» + (*i, — n)* VCl- — «) a +(n« — *■ ' 



*h — ^ _i *h — *? 



, =+....+ 3-— * =0. 

l/Ä -DM-dh-i)* VA -»■+(*-*• V«. — ©"+(n. — ^>* 

Bezeichnen wir nun den Neigungswinkel des Strahles SQ t gegen 
die positive |-Achse mit cc yf so ist 

y - — cos a v : y __ ^= — sin a, . 

Die beiden letzten Gleichungen gehen daher über in 
cos u x + cos «2 + ■ • • • + cos a n «=» 0; 
sin Oj + sin a, H h sin a u = . 

Diese Gleichungen können wir aber mechanisch so deuten, daß wir 
uns in den Ecken des Polygons Kräfte von der Größe 1 angebracht 
denken, deren Richtungslinien in dem Punkte 8 zusammenlaufen. Da 
die rechten Seiten der aufgestellten Gleichungen Null sind, muß die 
Resultante dieser Kräfte verschwinden. Wir haben also unsere Auf- 
gabe auf die andere zurückgeführt: Die Richtungen eines Systems von 
Kräften von der Größe 1, die in den Ecken eines starren Polygons an- 
greifen, sind so zu bestimmen, daß sich erstens ihre Wirkungslinien 
in einem Punkte schneiden und daß zweitens ihre Resultante Null wird. 

Diese Aufgabe ist aber nichts anderes als ein besonderer Fall der 
1. Aufgabe. Dem Kräftepolygon Q x Q % . . . . Q n entspricht das starre Poly- 
gon Q 1 Q i Q^ der Pol S stellt den gesuchten Punkt des Polygons 

dar und die Glieder der Stabkette sind den in den Ecken des starren 
Polygons angreifenden Einheitskräften einzeln gleich und parallel. Da 
die Resultante dieser Kräfte Null sein soll, so muß die Stabkette ein 
geschlossenes Polygon bilden, unsere Aufgabe besteht also darin, den 
Pol S so zu bestimmen, daß der Endpunkt m n der Stabkette in ihren 
Anfangspunkt M fallt. 

Besonders einfach gestaltet sich die Lösung, falls das gegebene 
Polygon ein Dreieck oder ein Viereck ist. Für den Fall des Dreiecks folgt 
aus dem Gleichgewicht der drei in dem Punkte S angreifenden Ein- 
heitskräfte, daß die Strahlen SQ V SQ» SQ S miteinander Winkel von 
120° bilden; der Punkt S ergibt sich also als Schnittpunkt von drei 
Kreisen über den Seiten des Dreiecks als Sehnen und mit den Peri- 
pheriewinkeln 120°. Für den Fall des Vierecks liefert der Schnittpunkt 
der Diagonalen den gesuchten Punkt S. 

Die angegebene Interpretation läßt sich auch auf elementarem 
Wege leicht begründen. Zu diesem Zwecke denken wir uns in den 
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Ecken des Polygons und in dem Punkte S Ösen angebracht, durch 
welche eine Gummischnur reibungslos gleiten kann. Wir lassen die Schnur 
von der Ecke Q x ausgeben, führen sie dann nach dem Punkte S, hier- 
auf nach der Ecke Q tf dann nach dem Punkte S zurück, weiter nach 
der Ecke Q 9 usf., bis wir wieder nach der Eche Q 1 zurückkommen. 
Jetzt spannen wir die Schnur und verknüpfen ihre beiden Enden. Die 
Schnur wird sich nun möglichst zu verkürzen suchen und der Öse S 
eine solche Lage erteilen, daß die Summe ihrer Verbindungen mit den 
Ecken ein Minimum wird. Sobald Gleichgewicht eingetreten ist, muß 
außerdem die Schnur in ihren sämtlichen Abschnitten die gleiche 
Spannung besitzen und die Öse S daher nach den verschiedenen Ecken 
mit derselben Kraft hingezogen werden. Daraus folgt aber die Richtig- 
keit der obigen Zurückführung der Aufgabe auf das mechanische 
Problem. 

Anmerkung. Die Analogie beider Probleme ist nur dann vollständig, wenn 
die Strecken des Seilpolygons in dem Sinne eines Umlaufes den Polstrahlen S Q 
— diese alle entweder auf S zugewendet oder von S abgewendet — nicht nur 
parallel, sondern auch dem Sinne nach gleichgerichtet sind, was aber keineswegs 
notwendig zu sein braucht. Bei der Minimumsaufgabe sind die Wurzeln alle positiv 
zu rechnen und daher lauten die Bedingungsgleichungen 

^8in a v = und ^cos a t = ; 

dagegen lautet die Bedingung dafür, daß das Seilpolygon von den Seillängen 1 

sich schließt: — «-. , 

^±sina r8 =0, ^±cosa y «0. 

Beim Viereck z. B. stimmen tatsächlich beide Aufgaben nur überein, wenn das 
Viereck keine einspringende Ecke hat. Ist das aber nicht der Fall, liege z. B. die 
Ecke D innerhalb des Dreiecks ABC, so kann man leicht zeigen, daß der Dia- 
gonalenschnittpunkt zwar den Punkt 8 als richtigen Pol für die ursprüngliche 
Aufgabe der Gestaltsbestimmung der viergliedrigen Kette gibt, nicht aber den 
gesuchten Punkt für die Minimumsaufgabe. Denn es ist 

sin aj + sin a t — sin a, -f- »in «4 = , 

das Analoge gilt für die cos a. 
Die Gleichungen 

^sin a = und ^cos a «= 

haben gar keine reelle Lösung: die Minimallage des Punktes 8 fällt mit einem 
Bandpunkte des Regularitätsgebietes, nämlich mit dem einspringenden Punkte D 
zusammen. 

Aufgabe 8. 

Es sei eine Stabkette M l£ l — M n gegeben, deren Endpunkte M 
und M n sich reibungslos auf zwei Kurven <p(x,y) => und %{x 7 y) — 
verschieben lassen. Man soll die Gleichgewichtslage der Stabkette be- 
stimmen, falls die in den Ecken M v M %J .... M n _ x angreifenden Kräfte 
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Fig. 4. 



P lf P„ . . . . P n _ t nach Größe und Richtung bekannt sind und ferner 
vorausgesetzt wird, daß die beiden Kurven und die gegebenen Kräfte 
in derselben Ebene liegen. 

A. Graphostatische Lösung. 

In der gesuchten Gleichgewichtslage muß die Stabkette zwei Be- 
dingungen erfüllen: 1. Der erste und der letzte Stab müssen in ihren 
Endpunkten auf den Gleitkurven senkrecht stehen; 2. Die den Stäben 
der Kette parallelen Strahlen, die wir durch die Ecken des Kräftepolygons 
gezogen denken, müssen sich in einem Punkte, dem Pole, schneiden. 
Um diesen Bedingungen zu genügen, verschaffen wir uns eine Übersicht 
über die Gesamtheit 
derjenigen Gleichge- 
wichtslagen, in denen 
der erste Stab senk- 
recht zu der Kurve 
tp (x } y) gerichtet ist, 
während der Endpunkt 
M n des letzten Stabes 
auf der Kurve %{x,y) 
liegt, wobei aber die 
Winkel, welche dieser 
Stab mit der Kurve 
%{x,y) bildet, von der 
verschiedensten Größe 
sein werden. • Aus 
der Gesamtheit dieser 
Gleichgewichtslagen 
wählen wir dann, um 
die Lösung zu erhalten, 
diejenige aus, in wel- 
cher auch der letzte 
Stab senkrecht auf der 
Kurve %(x,y) steht. 

In dem Beispiele, 
an dem wir diesen 
Gedanken naher aus- 
fahren wollen, nehmen wir an, daß die Stabkette aus drei Stäben r lf r %9 r s 
besteht (Fig. 4). Der Endpunkt M des ersten Stabes bewege sich auf 
einer Parabel <p(x,y) — und der Endpunkt Jtf 8 des letzten Stabes auf 
einem Kreise %{x,y). Wir fügen zunächst die beiden gegebenen Kräfte 
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nach Größe und Richtung zu dem Linienzuge Q x Q t Q 9 aneinander und 
berechnen für den Teil der Kurve <p(x,y), welcher dem Augenschein 
nach für die Lösung in Betracht kommt, eine Reihe von Punkten M 0a , 

M ob9 M 0c , derart, daß die Normale der Kurve in jedem dieser Punkte 

mit der Normalen in dem vorhergehenden Punkte einen konstanten 
Winkel (in unserem Beispiel 4°) bildet. Parallel zu diesen Normalen 
ziehen wir durch den ersten Eckpunkt Q x des Kraftepolygons die Ge- 
raden o, b, c . . . ., und stellen auf denselben eine gleichmäßige Einteilung 
her, indem wir um den Punkt Q x eine Schar äquidistanter Kreisbogen 

zeichnen, welche die Geraden 0, 6, c in den Punkten S ah 8 a %, S a9 ; 

Sfti, Sf,* . . . . schneiden mögen. Konstruieren wir jetzt nach der in der 
1. Aufgabe angegebenen Methode die Stabpolygone, welche den Punkten 
S a i, S a * . . . .; Sei, S^s zugehören, so wird jede Gruppe von Stab- 
polygonen, welche den Punkten eines der Strahlen a, 6, c . . . . zugeordnet 
ist, den ersten Stab gemeinsam haben, während die Endpunkte m aV 
m at1 m ai . . . .; m bl9 m b% .... der Polygone jeder dieser Gruppen eine 
der Kurven bestimmen, die in unserer Figur mit a, b, c . . . . bezeichnet 
sind. Diese Kurven stellen in der Ebene des Stabpolygons die Abbil- 
dungen der Strahlen a, 6, c in der Ebene des Kraftepolygons dar. Die 
Kurve a wird in unserer Figur von der Gleitlinie %{x,y) nicht geschnitten, 
dagegen ist dies für die Kurven 6, c, d, e, f der FalL Den Schnitt- 
punkten B u B x ; C 19 G % . . . . entsprechen im Kräfteplane auf den Strahlen 
b, c . . . die Punkte JB t , 33 s ; © u 6 2 . . .; deren Lage wir durch eine ein- 
fache graphische Interpolation ermitteln. Legen wir noch durch die 
Punkte ®i, ®r, ©i, £3 eine Kurve, so wird durch dieselbe die Gleit- 
linie %(x,y) in den Kräfteplan abgebildet. Auf dieser Kurve, welche 
wir kurz die Polkurve nennen wollen, muß der gesuchte Pol liegen, 
damit der erste Stab senkrecht zu der Gleitlinie <p(x,y) gerichtet ist. 
Um jetzt denjenigen Punkt der Polkurve zu finden, f&r welchen 
auch der letzte Stab auf der ihm zugehörigen Gleitlinie %(x y y) senk- 
recht steht, ziehen wir durch die Punkte S^ und S5 S die Geraden SB, A\ 
und 3) s ^2 parallel zu deu Normalen der Kurve %(x,y) in den Punkten 
B x und B 2 und verbinden weiter die Punkte S5 A und S5 2 mit dem End- 
punkt Qs des Kräftepolygons. Würde nun etwa durch den Punkt Jö, 
die richtige Lage des Poles angegeben, so müßte der Polstrahl S^, 
in die Richtung der Geraden SB^ fallen, also der Winkel Q%N Null 
sein. Dieser Winkel zwischen dem Polstrahl und der Richtung der 
Normalen der Gleitkurve ist aber sowohl für den Punkt 93 x wie für den 
Punkt SB, von Null verschieden, und zwar ist Winkel ^ 8 SB 1 ^i«22° 
und Winkel Q^N^ — 64°. Da ferner der Punkt Q 9 innerhalb des 
durch die Geraden S^i^ und S8 2 2V, abgegrenzten Raumes gelegen ist, 
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so erhalten wir annähernd die richtige Lage des gesuchten Poles S, 
wenn wir noch den Bogen SßjSßg <^ er PolkuiVe im Verhältnisse der 
Abweichungswinkel Q^iN t und ^ 8 99 8 JV 2 teilen. 



Einige Eigenschaften der Polkurve. Durch den Schnitt- 
punkt der in unsere Figur als x- Achse eingezeichneten Geraden mit dem 
gegebenen Kreise denken wir uns einen zweiten Kreis gelegt, welcher 
den enteren in dem bezeichneten Punkte von innen berührt. Ist der 
Radius dieses Kreises nur etwa doppelt so groß als der des gegebenen, 
so werden wir, falls wir den Anfangspunkt M der Stabkette unter 
Beibehaltung der am Eingange eingeführten Bedingungen auf der Parabel 
emporschieben, zu zwei Punkten gelangen, für welche sich die Stab- 
kette zu einer geraden Linie ausreckt. Die Spannungen in den Stäben 
müssen dann unendlich groß werden und die Polkurve sich daher mit 
zwei Ästen im Unendlichen verlieren. Die Richtungen, unter welchen 
dieses geschieht, lassen sich leicht angeben. Wir konstruieren dazu 
eine Reihe von Normalen der Parabel und machen ihre Längen gleich 
der Summe der Längen der verschiedenen Stäbe. Verbinden wir dann 
die Endpunkte der Normalen durch eine Kurve, so bestimmen die 
Schnittpunkte dieser Kurve mit dem Gleitkreise die fraglichen Lagen 
der Stabkette. Parallel zu den Richtungen, welche die zu einer Ge- 
raden ausgespannte Stabkette in diesen Lagen annimmt, laufen die beiden 
Aste der Polkurve ins Unendliche. 

Beachtung verdient auch der Fall, daß die Polkurve durch den 
ersten oder letzten Endpunkt des Kräftepolypons Q x bezw. Q H hindurch- 
geht. Es tritt dieses ein, wenn die Stabkette sich zwischen den Gleit- 
kurven so verschieben läßt, daß der erste bezw. der letzte Stab span- 
nungsfrei wird. Diese Nulllagen lassen sich in einfacher Weise ohne 
Benutzung der Polkurve ermitteln. Der erste Stab r A z. B. kann nur 
spannungsfrei sein, wenn der zweite Stab r % in die Richtung der Kraft 
Pj fällt. Wir kennen somit die Richtung des Stabes r % und können 
daher durch wiederholte Anwendung des Satzes vom Kräfteparallelo- 
gramm oder einfacher mit Hilfe des Kräftepolygons — der Pol fällt 
in den Punkt Q x — auch die Richtung die übrigen Stäbe finden und 
folglich auch den Abstand des Endpunktes M n von der zweiten Ecke 
M x nach Größe und Richtung bestimmen. Um die gesuchte Nulllage 
der Kette zu finden, brauchen wir dann nur noch die Endpunkte der 
in den verschiedenen Punkten der Kurve <p(x,y) errichteten Normalen 
von der Länge r x durch eine Kurve zu verbinden und zwischen dieser 
und der Kurve %(x,y) eine Gerade so einzuschieben, daß sie nach Größe 
und Richtung gleich dem gefundenen Vektor M 1 M n wird. 
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Die Richtung, unter welcher die Polkurve etwa durch den Punkt 
Q t hindurchgeht, ist parallel der Richtung des ersten Stabes in der 
zugehörigen Nulllage der Stabkette. Der Beweis folgt daraus, daß bei 
einer infinitesimalen Verschiebung der Stabkette in dem ersten Stabe 
eine Spannung entsteht, welche nach Größe und Richtung durch das 
von dem Punkte Q x ausgehende zugehörige Bogenelement der Polkurve 
dargestellt wird. 

Schreitet der Pol auf der Polkurve durch den Punkt Q x hindurch, 
so wechselt hierbei die Spannung in dem Stabe r x ihr Zeichen. 

Die für die Polkurve angeführten Eigenschaften bleiben bestehen, 
falls die Kurve q*(x,y) zu einem Punkte zusammenschrumpft, oder mit 
anderen Worten, falls der Endpunkt M der Stabkette als fest be- 
trachtet wird. 

C. Die numerische Korrektur des graphisch ermittelten Poles. 

Wir behalten die in Aufgabe 1. benutzten Bezeichnungen bei, 
fassen den graphisch ermittelten Pol aber jetzt als Schnittpunkt des 
ersten und letzten Polstrahles auf, deren Neigungswinkel c^ und a n 
gegen die g-Achse wir aus der Zeichnung entnehmen. Es handelt sich 
darum, die für sie gefundenen Vermessungsergebnisse durch die Rech- 
nung zu verschärfen. 

Die Gleichungen der beiden bezeichneten Polstrahlen sind 

V - Vi - *g <h ' (S ~ 5i)> 

i?-i7 n =tg<v(S-! n ). 

Aus ihnen folgt für die Koordinaten £ und 17 des Poles 

n n — nx + li *« «l — £» ' *« a n 



(1) I 



tg a t — tg cc n > 

S» — £1 + Vi ■ cotg a t — r\ n • cotg a n 



cotg <Xj — cotg a n 



Nachdem wir die Werte von j; und rj nach diesen Formeln be- 
stimmt haben, berechnen wir weiter die Richtung des v-ten Polstrahles 
mit Hilfe der Beziehungen 

(2) COS a = —=r — , 



sin «„ 



V^^) 2 + (n - «iO* 
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Um nun den Verlauf der Stabkette zu berechnen, welche dem zu 
den angenommenen Werten von c^ und cc n gehörigen Pole entspricht, 
müssen wir zunächst die Koordinaten x Q und t/ des Anfangspunktes 
der Stabkette als Funktionen des Winkels a x ausdrücken. Fassen wir 
daher den Winkel a v durch den die Richtung der Normalen der Kurve 
<p(x,y) bezeichnet wird, als laufenden Parameter auf, so möge sich die 
Kurve <p(x,y) durch die beiden Gleichungen darstellen lassen 

(3) *o~**(*i), 

y - ® r («t), 

Haben wir mit Hilfe dieser Gleichungen die Werte von x und y 
berechnet, die zu dem gefundenen Werte von a A gehören, so folgen 
die Koordinaten des zweiten Endpunktes der Stabkette aus den Glei- 
chungen 

v = n 

(4) x' H = x' +^r r -coBa t , 

r = 1 



y'o + 2 



r y • sin a v 

v = 1 



Wären nun die aus der Zeichnung entnommenen Werte von 04 
und a % die wahren Werte der Neigungswinkel des ersten und letzten 
Polstrahles, so müßten die auf Grund dieser Werte berechneten Werte 
von x' n und y' n die Gleichung der Kurve %(x,y) = befriedigen. Es 
müßte also ^y'^-O sein. Im allgemeinen werden wir aber für 
z(x'n,y*) nicht Null, sondern eine kleine Größe e' finden. Es sei also 

(5) *«,£)-•'• 

Um den Punkt M n in die Kurve selbst hineinzurücken, erteilen 
wir den Koordinaten x' n und y n die — zunächst noch unbekannten — 
Inkremente dx n und dy n . Dann sind diese Inkremente durch die 
Gleichung 

X«+dx n ,y' H + dy n ) = 

miteinander verknüpft. Entwickeln wir die linke Seite dieser Gleichung 
nach dem Taylorschen Lehrsatze, indem wir uns hierbei auf die linearen 
Glieder beschränken, so erhalten wir 

(6) ÄsO + ff-^. + g-dy.-o. 
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Wir wollen nun dx n und dy n als Funktionen von Oi,a H ; da v da n 
darstellen. Dazu denken wir uns für die rechten Seiten der Glei- 
chungen (2) die Abkürzungen eingeführt 

(?) yf^+ii-^y-f*'^' 

n — % 



Dann folgt aus den Beziehungen (2) bis (4) 

y = n 



*= 1 

v = n 



* = 1 

und dann weiter durch Differentiation dieser Gleichungen 
(8) dx n = d* x («J +^Jr t ■ df ir (|, ,) , 



r = l 



Es ist aber 

Ferner ist, wenn wir /^ (5, rf) als Funktion von Oj und a n auf- 
fassen 

(io) «iAf>- ? H*-**+ft<*]+%'[£-^+£-**]. 

Ein analoger Wert gilt für tf/^, (£, ij). 

Die partiellen Ableitungen von fe 9 (|, rf) — cos er, und /^ (£, 17)— sin a r 
nach j; und 17 haben wir schon in Aufgabe 1, Abschnitt G angegeben, 
während wir die partiellen Ableitungen von £ und 17 nach c^ und a„ 
durch Differentiieren der Gleichungen (1) bilden. Es folgt 

an n <»-* ü« !üZ±__. 

V ' 2«i (tg « t — tg og • cos* cc t ' ^a n (tga x — tg ccj > cob* a n } 

dy ^ »h — q . 85.« ^»"^ 

d a x (cotg a x — cotg a^) • sin * 04 ' d a n (cotg a x — cotg a J • sin "a m * 
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Diese Werte setzen wir in die Gleichungen (8) ein und erhalten 
dadurch 

(12) dx u ~r±.da.+da.- ii s_« j-V ^ — ^ 

V) » cor, «^ J (tg^— tgurJ-oOB*«, ^J|(J_|Jl + ^_,Jlj|. 

"*" i (cotgo,-cotgo,,)«in»o I \£ t('t_t V+Cn-n Vi 



— d«n- 



(cotgo I -cotg« 1 ,)«in»« I ^ {(|_|j. +()J _,,j.j$. 



(tg«,-tg«JCOB' a< , ^ {({_!J. + („_„J.}$ 



" (cotga.-cotgaj.sin»«,,^ { (g_^)»-|-( n — 1,)*} * ' 



- cotg «.) • "in*«,Z» { ($-'£,)"+ (*-*»,)» } 

y - a«, "» * (tgo.-tg«,).«)»»«, ^ {(s_|j»+(,,_ 1 ,ji)f 
_^ a fr—* v Vft - *»)' 

1 (COtg «,- COtg «„)• Bin» * t ^ {( fi _y + ^_,Jt}| 

+da . «■-« . y v(i-W-'ü 

" (tgo,— tgoJcOB*«. ^1 //*_ * VJ./,,—« \1 



+ d«n- 



(tga.-tgaJ.coBV. ^ {( £ _^)» + („_„Ji}| 



(cotg««, - cotg «J- «in««,, ^ { (| — | r )» + (»j — »jj» } f ' 



Diese Werte für dx n and dy n müssen wir in die Beziehung (6) ein- 
setzen. Führen wir für % (x», y») noch seinen Wert e ein und schreiben 
wir für die rechten Seiten der Gleichungen (12) die Abkürzungen 
JF^rfa,, da n ) und F^dt^, da n ), so geht die Gleichung (6) über in 

(13) ll.F^d^duJ+^.F^d^daJ+B'-O. 

Durch die Gleichung (13) wird das Verhältnis bestimmt, das 
zwischen den zu den Werten von a 1 und a n hinzuzufügenden Inkre- 
menten da x und da H bestehen muß, damit der Endpunkt M n der Stab- 
kette in die Kurve % (x, y) oder der Pol in die Polkurve hineinrückt. 
Sie kann dazu benützt werden, um den Verlauf der Polkurve in der 
Nachbarschaft des graphisch ermittelten Poles mit der Genauigkeit 
kleiner Größen erster Ordnung festzustellen. Zwei Punkte S x und S t 
der Polkurve linden wir am einfachsten dadurch, daß wir in Gleichung (13) 
entweder da H oder dc^ gleich Null setzen. Wählen wir da n — und 
berechnen aus Gleichung (13) den zugehörigen Wert von da,, so er- 
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halten wir den ersten Punkt S 1 als Schnittpunkt der beiden äußeren 
Polstrahlen mit den Neigungswinkeln cc t + da x und a u . Wählen wir 
•dagegen da l — und berechnen aus Gleichung (13) den entsprechenden 
Wert von da n , so ergibt sich der Punkt S % der Polkurve als Schnitt- 
punkt jener Polstrahlen mit den Neigungswinkeln cc x und a H + da H . 

Um nun denjenigen Punkt 8 e der Polkurve zu erhalten, durch den 
die Lösung der Aufgabe bestimmt wird, können wir uns entweder des 
am Schlüsse der graphischen Lösung dargelegten Interpolationsverfahrens 
bedienen, indem wir für die Punkte M nl und M n% der Kurve %{x,y), 
welche den Punkten 8 X und S t der Polkurve zugeordnet sind, die Ab- 
weichungen der Normale der Kurve von den Richtungen berechnen, 
welche in beiden Fällen der letzte Stab der Stabkette besitzt, und in 
dem Verhältnisse dieser Abweichungen das Kurvenstück S 1 S 2 durch 
den Punkt S c teilen; oder aber wir leiten noch eine zweite Gleichung 
zwischen da x und da n ab. Die Rechnung, welche zu dieser führt, ist 
derjenigen ganz analog, durch welche die Gleichung (13) gewonnen 
wurde. Wir ersetzen dazu die Gleichung der zweiten Gleitkurve %(x y)=0 
durch zwei Gleichungen 

yn = X p(«n)> 

wo der Parameter a n den Neigungswinkel der Normalen der Gleitkurve 
in dem Punkte x^ y n bedeutet. Die Werte von x n und y n7 die aus 
diesen Gleichungen für den aus der Zeichnung entnommenen Wert von 
a n folgen, seien x» und {/*. Hierauf berechnen wir die Koordinaten x'o 
und t/i' des Anfangspunktes der Stabkette mit Hilfe der Beziehungen 

v = l 

(14) xö — x^ +^(- r v ) • cos «,, 

v = n 

yd - y« +2(~ r ^ " sin a * ' 

Diese Gleichungen unterscheiden sich dadurch von den ihnen ent- 
sprechenden Gleichungen (4), daß an die Stelle der Größe r 9 ihr nega- 
tiver Wert — r v gesetzt ist, da wir jetzt die Stabkette in dem ent- 
gegengesetzten Sinne durchlaufen. Setzen wir die für a% und yi 
gefundenen Werte in die Gleichung der ersten Gleitkurve ein, so er- 
sehe sich 

Die weitere Rechnung entspricht in allen Einzelheiten den Rechnungen, 
die zu der Gleichung (13) geführt haben. 
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C. Zahlenbeispiel. 

Wir leiten das Zahlenbeispiel, welches zur Erläuterung der allge- 
meinen Losung dienen soll, aus dem Beispiele der 1. Aufgabe ab. Wir 
konstruieren daher zwei Kurven (Fig. 4), von denen die erste durch 
den Punkt M geht und in diesem Punkte auf der in der 1. Aufgabe 
berechneten Richtung des Stabes r x senkrecht steht, während die zweite 
Kurve die gleichen Bedingungen für den Punkt M % erfüllt. Als erste 
Kurve wählen wir eine Parabel, deren Achse im Abstände x = — 1,5 
parallel zur y- Achse lauft. Die Gleichung dieser Parabel ist 

(a) <p( x, y) - y + 0,3855 x % + 1,1565 x - . 

Die zweite, durch den Punkt Jf 8 hindurchgehende Kurve sei ein Kreis 
mit dem Radius r — 2- seine Gleichung ist 

00 X (*, *)-(*- 8,314)* + (y + 1,647)» - 4 - 0. 

Für die Neigungswinkel des ersten und letzten Stabes in der gesuchten 
Gleichgewichtslage entnehmen wir aus der Figur die Näherungswerte 

^ _ «fc (ßQ v g-Achse) - 40° 38',5 

«,^ (S<? 8 , g-Achse) - - 57° 30' . 

Um diese Werte rechnerisch zu korrigieren, berechnen wir zunächst 
die Koordinaten des Poles, indem wir in den Formeln (1) für g 19 t] x 
und £, — | 8 , rj n «=» tj s die in der 1. Aufgabe, Abschnitt C, angegebenen 
Werte einsetzen; es ergibt sich £ =2,280, 17 =■ 1,957. Mit Benutzung 
dieser Werte berechnen wir weiter nach den Formeln (2) den Neigungs- 
winkel des zweiten Stabes; wir finden «,=- — 20°57',5. Die Funktionen 
x Q =- €> x (oj) und y — O y (aj werden für die Parabel 

(c) x = «.(«J - ^3^ • cotg a, - g . 0886 ^ 

- / v cotg* a. — 1,1565" 

Setzen wir in ihnen für a x seinen Wert 40°38',5, so folgt ££=-0,0110, 
yi «■ — 0,0129. Die Werte für Xo, j/o und für 0^, «,, o, tragen wir jetzt 
in die Formeln (4) ein und erhalten dadurch für die Koordinaten des 
Endpunktes M z der Stabkette die Werte xi — 6,922, yi — - 0,168, 
und dann weiter nach den Gleichungen (5) und (b) für die Abweichung e 
den Wert e' — » — 0,344. Um nunmehr d# n und dy n als Funktionen 
von dc^ und dc^ darzustellen, müssen wir zuerst die in den For- 
meln (12) auftretenden Koeffizienten der Inkremente dc^ und dcc n = da s 
berechnen. Es ergibt sich 

Ztitoduift f. Mathematik n. Physik. 56. Band. 1908. Heft 8. 11 
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_f ö i « — 3 (VS7 • 

Ca x 2- 0,3866- sin« <*, ^,wi , 

**y^ cotg«, o*fii. 

tfo, 2- 0,8866- sin" «, ' ' 

(tg^-tg^T^^ 1 ^ 630 1 (^^-tg^.cosX ~ ~~ 3 > 178 ' 

7-\ ^^FV-^-i 2,560 ; r - s ^7^ x . -s- = 2,729 : 

(cotg a x — cotg o,) • sin * a t ' ' (cotg a x — cotg c* 8 ) • sin * o, ' ' 

~. v(i-W-^ _ 01702 
y r_Ai — >*i — _ ] 0112. 

Diese Werte setzen wir in die Formeln (12) ein und fassen die 
gleichnamigen Glieder zusammen. Dadurch folgt 

(d) . dx 9 5,141.^ + 2,750- da z , 

dy s — 7,955 • da x + 3,848 • dcc s . 

Jetzt gehen wir zu der Gleichung (13) über, in welcher auf Grund 
der Gleichung (b) die Ableitungen von i (x, y) nach x und y die 
Werte haben 

|| = 2(^-8,134)= -2,424, 

g = 2(y,'+ 1,647)= 2 ; 958. 

Unter Berücksichtigung der Beziehungen (d) erhalten wir daher 

(e) 36,00 . da x + 4,720 • dc^ - 0,344 - . 

Um die zweite Gleichung zwischen da t und da 9 abzuleiten, be- 
rechnen wir zunächst die beiden Funktionen x 9 =*X X (oj) und y 9 = X («j); 

wir finden v / \ qio>i i o 

x 9 «= X x (a i ) — 8,134 + 2 • cos c 3 , 

y 9 - X y (a 9 ) - - 1,647 + 2 ■ sin * 5 . 

Da die Normale des Kreises in dem Punkte #i', y'i dem Polstrahle SQ 9 
in dem Sinne der Buchstabenfolge parallel ist, so ist ihr Neigungs- 
winkel cc $ = 180 — 57° 30'. Für die Koordinaten des Kreispunktes z'i, y'i 
folgen daher die Werte 

x'i «7,059; y'i -0,0392. 
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Ferner ergibt sich nach den Formeln (14) 

x'o -0,1482; y? = 0,1932. 

Setzen wir diese Werte in die Parabelgleichung (a) ein, so folgt 
£ " - 0,373. 

Weiter finden wir 

af * — 2 ' ßin ( 180 ° - 57 ° 30 ') - - 1 ' 68 > 

^ - 2 • cos (180° - 57°30') = - 1,074 . 

Die in den Gleichungen (12) auftretenden Koeffizienten von da, und du s 
haben wir schon berechnet. Den für die Summengrößen gefundenen 
Werten müssen wir indessen das entgegengesetzte Vorzeichen geben, da 
jetzt die Strecken r v negativ zu rechnen sind. Daher erhalten wir 

dx 2,084 • da, + 1,603 . da, 

dy Q = 4,394 • da, + 2,774 • da, . 

Ferner ergibt sich 

f*- 1,2704; *»-l. 

dx 7 ' cy 

Nach der Gleichung (13) folgt daher schließlich als zweite Be- 
ziehung zwischen den Inkrementen da, und da 3 die Gleichung 

(f) 1,75 • da, + 10,56 • da 9 - 0,373 - . 

Lösen wir noch dis Gleichungen (e) und (f) nach da, und da % 
auf, so finden wir für die Korrektionen die Werte 

arcus da, = 0,00505, arcus da 8 = 0,0346, 

oder in Minuten 

di^-lTfl, da, = 119'. 

Für die Neigungswinkel des ersten und letzten Stabes ergeben 
sich somit die Werte 

a, - 40°38 , ,5 + 17',3 - 40°55'8 , 

o, = - 57°30' + 1°59' - - 55°3r. 

Da diese Werte von den in der 2. Aufgabe für a, und a, ge- 
fundenen Werten a, — 40°51' und a — 55°28', die wir nach der auf- 
gestellten Probe als genau ansehen dürfen, noch zu stark abweichen, 
so unterziehen wir sie einer nochmaligen Korrektur. Wir berechnen 
dazu nach den Formeln (1) zunächst die Koordinaten des Schnitt- 
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punktes der beiden Polstrahlen Q t S und Q S S, indem wir für die Nei- 
gungswinkel die Werte 04 =* 40°55',8 und o, — — 55°31' einsetzen; wir 
finden | = 2,381, 17 = 2,065. Hierauf berechnen wir den Neigungs- 
winkel des PolstrahleB (>,£; es ergibt sich o, «-* — 18°55',3. 

Ferner bestimmen wir die Punkte der Gleitkurven, für welche die 
Neigungswinkel der Normalen bezw. die Werte a x — 40°55',8 und 
o, — — 55°31' haben; es ergibt sich für die Koordinaten dieser Punkte 

äJ 0,004, y' - 0,005; < - 7,0014, j£ = 0,0014. 

Daraus folgt weiter mit Hilfe der Gleichungen (5) bezw. (14) 

x 3 - 6,9887, y ; - 0,0064; < - 0,0087, j£ - 0,0000. 

Diese Werte setzen wir in die Gleichungen der beiden Gleitkurven 

ein und erhalten 

*'- 0,0457; *" = 0,100. 

Die Werte der Zahlenkoeffizienten von da x und dc^ in der Glei- 
chung (13) und der ihr entsprechenden zweiten Gleichung übernehmen 
wir unverändert aus den Gleichungen (e) und (f), denn die Änderungen, 
die sie für die neuen Werte von cc x und a 9 erfahren, kommen bei der 
Kleinheit der Größen e und s" nicht in Betracht. Daher erhalten wir 
für die Berechnung der Inkremente da x und dcc 9 die Bestimmungs- 
gleichungen 

36,0-1*«* + 4,72- d<v 0,0457, 

1,75 • dc^ + 10.56 . da s - 0,010. 

Die Auflösung dieser Gleichungen ergibt 

d«! 4',9; da 8 »4',07. 

Die Neigungswinkel der beiden äußeren Polstrahlen nehmen daher 
die Werte an 

«, e - 40°55',8 - 4',9 - 40°50',9; a Zc 55°31' + 4',07 = 55°26',96. 

Die Abweichungen dieser Werte von den in Aufgabe 1. gefundenen 
Werten ist so gering, daß wir sie der mit dem logarithmischen Rechnen 
verbundenen Unsicherheit der letzten Ziffer zuschreiben dürfen. 

Zweiter Teil. 

Wir wollen jetzt annehmen, daß die Stabkette ein geschlossenes 
Polygon von unveränderlicher Gestalt bilde, welches sich in seiner Ebene 
beliebig verschieben läßt, und die Beziehungen untersuchen, welche für 
ein System äußerer in der gleichen Ebene gelegener Kräfte, die in den 
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Ecken des Polygons angreifen, bestehen muß, damit Gleichgewicht vor- 
handen ist. Unsere Betrachtung der verschiedenen Fälle, die sich hier 
unterscheiden lassen, stützt sich auf einen bekannten Satz der graphi- 
schen Statik, dessen Darlegung wir zum Gegenstand der folgenden 

Aufgabe machen. 

Aufgabe 4. 

In den Ecken des starren Polygons M 1 M t M 9 — M n (Fig. 5) mögen 
die Kräfte P l7 P„ . . . . P H angreifen, von denen man weiß, daß ihre 
Resultante gleich Null ist. Wie läßt sich graphisch das Moment dieser 
Kräfte bestimmen? 

Lösung. Wir konstruieren zunächst das Kräftepolygon Q li9 Q i%s — 
Q»-i,*Qnif infam wir die Strecke Q nA Q lj9 gleich und parallel der Kraft 
Pj, die Strecke Q hi Q^ 9 gleich Fig. 5. 

und parallel der Kraft P s zeich- 
nen usw. Das Kräftepolygon ist 
geschlossen, da, wie wir voraus- 
gesetzt haben, die Resultante der 
Kräfte verschwindet. Im Inneren 
des Kräftepolygons nehmen wir 
den Pol S beliebig an und denken 
die Polstrahlen SQ 1V SQ i9 usw. 
gezogen. Nunmehr ersetzen wir 
das starre Polygon M l M i M B 

M n , in dem die Kräfte 

P l7 P s , P u einen nicht un- 
mittelbar zu übersehenden Spannungszustand erzeugen, durch ein Seil- 
polygon, an welchem sich die Spannungen je zweier aufeinander folgender 
Seilabschnitte mit der in ihrem Schnittpunkte angreifenden Kraft ins 
Gleichgewicht setzen. Dazu ziehen wir durch einen beliebigen Punkt 
a x der Kraft P x eine Parallele zu dem Polstrahle SQ t y } sie schneide 
die Kraft P a in dem Punkte a r Ebenso ziehen wir a^a^ parallel zu 
dem Polstrahl SQ iZ . So fortfahrend gelangen wir, nachdem wir einmal 
ganz um das Polygon herumgegangen sind, zuletzt zu dem Seilabschnitte 
a »+i a «+a- Lassen wir nun in den Seilabschnitten 0^^ und a> n +\0> n +% 
in der Reihenfolge der Buchstaben ein Paar Kräfte wirken, welche 
gleich der Länge des Polstrahls SQ X% sind, so überzeugen wir uns 
leicht, daß diese beiden Kräfte die gegebenen Kräfte, die wir in den 
Ecken des Seilpolygons angreifen denken, im Gleichgewicht halten. 
Denn betrachten wir etwa die Kraft P„ die in der Ecke a» auf die 
beiden Seilabschnitte a^a^ und a 9 a A einwirkt. Die Spannungen in diesen 
Seilabschnitten werden durch die Längen der Polstrahlen SQ 2S und 
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SQg i4[ gemessen; es schließen sich aber im Kräftepolygon die Kraft 
&,8<?S4 — P 8 und die Spannungen Q 9iA S, SQ i9 zu einem Dreieck, halten 
sich mithin im Gleichgewicht; daher muß auch die Kraft P s von den 
Spannungen der Seilabschnitte a^a^ und a^ im Gleichgewichte gehalten 
werden. Das Gleiche gilt für jede Ecke des Seilpolygons von a, bis 
a„ +r Nur die in den Seilabschnitten a^ und a n + t a n + % auf die Punkte 
a x und a n+% wirkenden Spannungen, die durch die Länge des Polstrahles 
SQ 1% gemessen werden, heben sich nicht auf. Da diese beiden Span- 
nungen nicht nur gleich, sondern auch parallel sind, so erhalten wir 
somit das Moment des gegebenen KräfbesyBtems, indem wir die Länge 
des Polstrahles SQ ia mit dem Abstände der beiden Grenzabschnitte 
a % a x und a ll+1 a fl+2 multiplizieren. 

Das Moment des Kräftesystems wird daher Null, d. h. für das 
Kräftesystem besteht Gleichgewicht, sobald die beiden Linien o^a x und 
a n+i a »+s zusammenfallen, und wir erhalten den bekannten Satz: Ein 
ebenes Kräftesystem befindet sich im Gleichgewicht, wenn sowohl das 
zu den Kräften gehörige Kräftepolygon als auch das mit Hilfe eines 
beliebigen Poles konstruierte Seilpolygon geschlossen ist. 

Wir wollen nun untersuchen, wie man über die Kräfte verfügen 
muß, um beiden Bedingungen, die in dem angeführten Satze enthalten 
sind, zugleich zu genügen. Bedienen wir uns für einen Augenblick der 
analytischen Betrachtungsweise, so liefert die Forderung, daß das Kräfte- 
polygon geschlossen sei, zwei Gleichungen, welche ausdrücken, daß die 
Summe der Komponenten der gegebenen Kräfte nach zwei beliebigen 
nicht parallelen Richtungen Null ist, während sich aus der Bedingung, 
daß sich auch das Seilpolygon schließt, eine dritte Gleichung, die 
Momentengleichung, ergibt. Da wir für jede Kraft Größe und Richtung 
zu unterscheiden haben, also im ganzen 2n Variable vorhanden sind, 
so können wir 2n— 3 Variabele beliebig wählen. Ist über diese 2n — 3 
Variabele durch die Aufgabe verfügt worden, so folgen die drei noch 
fehlenden Bestimmungsstücke aus den drei Gleichgewichtsbedingungen. 
Nach der Gruppierung der gegebenen und der zu bestimmenden Größen 
können wir nun vier verschiedene Fälle unterscheiden, zu deren Unter- 
suchung wir in den folgenden Aufgaben übergehen. 

Aufgabe 5. 

Von den in den Ecken eines starren Polygons angreifenden Kräften 
kennt man im allgemeinen Größe und Richtung; von dreien dieser 
Kräfte sei jedoch bloß ihre Größe gegeben; man soll ihre Richtungen 
so bestimmen, daß Gleichgewicht herrscht. 
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A. Graphostatische Lösung. 

Das starre Polygon sei beispielsweise das Sechseck M l M s ...M s 
(Fig. 6). Man kennt die Größe und die Richtung der Kräfte P V P V P B ] 
von den Kräften P v P z ,P b kennt man dagegen nur ihre Größe; man 
soll ihre Richtungen bestimmen. 

Wir fügen hierzu die Kräfte P 6 und P x zu der gebrochenen Ge- 
raden Q 59 Q 6l Q ti zusammen. Die Punkte Q 5 6 und Q x 3 können wir 
dann als feste Punkte ansehen, zwischen denen wir einen aus vier Ab- 
schnitten bestehenden Linienzug, dessen Teile bezw. die Größen der 
Kräfte P tf P v P v P h besitzen, so einzuschieben haben, daß erstens der 
die Kraft P 4 darstellende Abschnitt die vorgeschriebene Richtung hat 
und daß zweitens jedes Yi e . s. 

aus dem sich ergeben- U? 

den Polygon mit Be- 
nutzung eines beliebi- 
gen Poles hergeleitete 
Seilpolygon geschlos- 
sen ist. Um diesen 
Linienzug zu finden, 
bedienen wir uns wie- 
der der graphischen 
Interpolation. Wir 
schlagen zunächst um 
den Punkt Q x% einen 
Kreisbogen mit der 
Größe der Kraft P s als Radius und ebenso um den Punkt Q bB einen 
Kreisbogen mit der Größe der Kraft P 6 als Radius. Auf diesem 
Kreisbogen müssen dann die Punkte Q %9 bezw. Q Ai liegen. Aus dem 
Orte für den Punkt Q^ s können wir leicht den Ort des Punktes # 8 4 
gewinnen. Denn da die Strecke Q A 5 Q 9 4 gleich und parallel der 
Kraft P 4 ist, so muß der Punkt Q SI ebenfalls auf einem Kreisbogen 
liegen. 'Den Mittelpunkt C dieses Kreisbogens erhalten wir, indem wir 
die Strecke Q b 6 C parallel und gleich der Kraft P 4 ziehen; sein Radius 
hat die Länge der Kraft P 5 . Hierauf nehmen wir auf dem Kreise, den 
wir um den Punkt Q 1% mit einem Radius von der Größe der Kraft P, 
geschlagen haben, einen Punkt Q 9 8o so an, daß die Richtung der die 
Kraft P 2 darstellenden Strecke QuQ 9tSa vermutlich die richtige ist, und 
schlagen weiter mit der Länge der Kraft P 8 als Radius einen Kreis- 
bogen um Q % 8a , welcher den Kreis mit dem Mittelpunkte C in dem 
Punkte Q VAa schneidet. Durch den Punkt Q 9%ia ziehen wir die Gerade 
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Qs,AaQi/oa parallel zu der Kraft P 4 . Verbinden wir dann noch die 
Punkte Q^ ba und Q 5 ^ so erhalten wir ein Kräftepolygon, von welchem 
wir annehmen dürfen, daß es näherungsweise unserer Aufgabe genügt 
Um zu prüfen, wie weit dieBe Annahme gerechtfertigt ist, sehen wir 
einen beliebigen im Inneren des Kräftepolygons gelegenen Punkt S als 
den Pol des Kräftepolygons an und konstruieren nach der in der vorigen 
Aufgabe beschriebenen Methode das zu diesem Pole gehörige Seilpolygon 
a x Og . . . a v Den Anfangspunkt 04 haben wir in unserer Zeichnung in 
den Punkt M x gelegt. Aus der Lage, die wir für den Endpunkt o, 
finden, erkennen wir, daß bei der getroffenen Wahl des Punktes Q lta 
das sich ergebende Seilpolygon zu weit geöffnet ist. Wir gehen daher 
auf dem Kreise um den Punkt Q lf von dem Punkte Q iia etwa um 
10 Bogengrade weiter bis zu dem Punkte Q fjZb9 vervollständigen das zu 
Qi % sb gehörige Kräftepolygon und konstruieren, indem wir den Punkt S 
als Pol beibehalte^ das zugeordnete Seilpolygon, dessen Anfangspunkt 
wir wie vorhin in den Punkt M x legen. In unserer Figur haben wir, 
um die Übersichtlichkeit nicht zu beeinträchtigen, von diesem Seilpolygon 
nur den Endpunkt fc 7 verzeichnet. Da das Seilpolygon noch immer zu 
weit geöffnet ist, gehen wir auf dem Kreise um den Punkt Q t2 aber- 
mals von dem Punkte Q 2 ^ b etwa um 10 Bogengrade weiter bis zu dem 
Punkte Q 99e und führen für den Punkt Q 2 9e die gleiche Konstruktion 
aus. Als Endpunkt des Seilpolygons ergibt sich dann der Punkt <v 
Aus der Lage der Punkte ty, 6 7 , c, können wir aber durch eine einfache 
Interpolation die richtige Lage des Punktes- Q 99 ermitteln und erhalten 
damit für unsere Aufgabe eine Lösung von einem solchen Genauig- 
keitsgrade, wie er durch die Zeichnung erreichbar ist. 

B. Numerische Korrektur. 

Für die numerische Korrektur des gefundenen Resultats bieten sich 
zwei Methoden dar. Am nächsten liegt der Gedanke, die einzelnen Opera- 
tionen des angegebenen graphischen Verfahrens analytisch auszudrücken 
und für zwei Kräftpolygone, die wir an das zeichnerisch gewonnene Resultat 
anschließen, die zugehörigen Endpunkte a^ des Seilpolygons durch die 
Rechnung zu bestimmen, um dann aus den Abweichungen dieser Punkte 
von dem Punkte M l das richtige Resultat durch Interpolation zu er- 
mitteln. Nachdem wir aber einmal im Besitze von Näherungswerten 
für die Neigungswinkel sind, ist es wegen der Mühseligkeit der mit 
der angedeuteten Methode verknüpften Zahlenrechnung einfacher, die 
Korrektur auf die Grundgleichungen der analytischen Statik zu stützen. 
Wir wollen daher an dieser Stelle nur den letzteren Weg verfolgen. 

Behalten wir die in Aufgabe 1 benutzten Bezeichnungen bei, so 
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wird die Bedingung, daß die Resultante des Kräftesystems verschwindet,, 
durch die beiden Gleichungen dargestellt. 

(1) P, -cos/}, + P 8 .cos/J 8 + P 5 -"co8/} 5 

— — Pj • COS ß x — P 4 • cos ß A — P 6 • cos ß B « c x ; 

(2) Pj-sinA + P^sinft + P^sinft 

— — Pj • sin ft — P 4 • sin 4 — P 6 • sin ß 6 = ^ . 

Die Werte der rechten Seiten, für die wir die Abkürzungen q und % 
geschrieben haben, können wir, da sie nur bekannte Großen enthalten, 
berechnen. 

Die zweite Gleichungsbedingung, welche aussagt, daß auch da» 
Moment der Kräfte Null ist, liefert die Gleichung: 

(3) P t • (fh ' cos/J, — x t • sin/J,) + P 8 • (y, - cos/J 8 - x t • sin/3 8 ) 

+ Pb • (9h • cosft — rr 5 • sin/J 6 ) — — P x ■ (y x - cos ft — ^ • sin/JJ 
— P 4 • (y 4 ■ cos/J 4 - * 4 - sin/J 4 ) - P 6 (y 6 . cos/J 6 — # 6 . sin/J 6 ) = Cj. 

Wie vorhin die Werte für c x und Cg so dürfen wir hier den Wert 
für Cj als bekannt ansehen. 

Als Näherungslösungen für die auf den linken Seiten der Glei- 
chungen (1) und (3) vorkommenden Unbekannten ß t , ß s , ß 6 betrachten 
wir nunmehr die durch die Zeichnung gefundenen Werte dieser Winkel. 
Wir wollen sie mit /%, fc, /% bezeichnen. Dann berechnen wir die 
Größen: 

(1') P,.cos/Ji + P 8 .cos^ + P 6 .cos/r 5 = c;, 

(20 P t .8in# + P 8 .Bin/rs + P 6 .sin#«ci, 

( 3 • P% ' (9% ' o 08 / 5 * ~ #* • nnft)"+ P 8 • (y 8 • cos/JJ — x 9 • sin/Ji) 

Die gesuchten Inkremente der Winkel /%, $, # mögen mit d/9», d/J*, 
d0i bezeichnet werden; es ist also: 

(*) A-Ä + rfft, A-Ä + rf/R, A-# + <*#- 

Wir machen jetzt wieder die Annahme, daß die Abweichungen 
rfft, d/Ji, d/Jj klein genug sind, um bei der Fortsetzung nach dem 
Taylor sehen Lehrsatze als Differentiale gelten zu dürfen. Dann folgt 
durch Subtraktion der Gleichungen (1*) bis (3') von (1) bis (3): 

P, • dcos/Ji + P 8 • dcos/Ji + P 6 • dC0S# — q — ci, 

P,dsin/Ji + P 8 .dsin/3i + P 5 • dsin/Tß — Cg — &] 

-Pi • (y 8 • dcos# — s, • dsin/Si) + P 8 • (y 8 - deosft— # 8 • dsin/Ji) 

+ P* ' (9h ' dwBft - x h • dsinft — c,) — cj; 
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C. Zahlenbeispiel. 
Der Figur 6 liegen die folgenden Zahlenangaben zugrunde: 

^ = 32,3 s 2 = 54, 6 s 8 = 58,8 s 4 = 55 * 6 = 28 x B =>löfi 
ft-69,7 5 y, = 62,4 ? y 8 = 39,5 ; y 4 = 15,9 5 y 6 = 12,9 ; y 6 = 53,r 

P,«28,8; P t = 31,6; P s = 22,6; P 4 = 28,5; P 5 = 39,4; P 6 = 55,2. 

Die Näherungswerte für die gesuchten Winkel ß i9 ß s , ß & liefert die 
Zeichnung; wir finden 

A = 62° 35', fi - - 12° 10', # - - 104° 15'. 

Die Korrektionen dßi, dßi, dfc erhalten wir durch Rechnung; es er- 
gibt sich 

dfc 45'; rf#«l°47',5; tf#=»-20\ 

Die Werte der zu ermittelnden Neigungswinkel sind daher 
ß % =» 61°5<y, ft 10° 22',5, ft 104° 35'. 

Bilden wir zur Probe in bezug auf den Anfangspunkt des Koordinaten- 
systems die Momente, so finden wir als Moment der rechtsdrehenden 
Kräfte die Zahl 3696 und als Moment der linksdrehenden Kräfte die 
Zahl 3695. Insofern die letzte Ziffer wegen der Anwendung vierstelliger 
Logarithmen um eine Einheit variieren darf, ist also das Gesamtmoment 
der Kräfte in der Tat gleich Null. 

Bemerkung. Das voranstehende Zahlenbeispiel ist nicht nach der 
ausfuhrlich entwickelten Korrekturmethode durchgerechnet worden, son- 
dern da diese erst bei der Redaktion der Arbeit aufgestellt wurde, nach 
dem im Anfange des Abschnittes B angedeutetem Interpolationsverfahren.. 

Aufgabe 6. 

In den Ecken des starren Polygones M l M t M l . . . . M n greifen die 
Kräfte P lf P„ . . . . P w in gegebenen Richtungen an. Bis auf drei 
dieser Kräfte kennt man auch ihre Größe. Welche Größe muß man 
den drei noch unbestimmten Kräften erteilen, damit Gleichgewicht 
besteht? 

Lösung. Erteilen wir den drei unbekannten Kräften die Ziffern 1, 2, 3, 
so lauten die Gleichgewichtsbedingungen: 



172 Untersuchungen zur Statik des Stabpolygons. 

P t • cos a x + P % • cos a t + P 9 • cosoj =* — ^ • P, • 



cos«. 



»-4 



>* • P • sina : 



P x • sin «j + P t • sin «j + P, • sin «j = 
P A • (cos «! • ^ — sin Cj • x x ) + P t • (cos o, • y t — sin o, • a^) 

* sau 

+ P 8 (cosaj-y 8 — sinaj-^) + J^- (cosa, • y, -- sin a, • *„ = if-0. 



r=-4 



Wir erhalten also zur Bestimmung von P 19 P a , P 8 drei lineare 
Gleichungen und schließen daraus, daß auch die graphische Lösung der 

Pig. 7. 




Aufgabe, der wir uns jetzt zuwenden, von linearem Charakter sein muß. 
Unsere Darstellung knüpfen wir wieder an den Fall eines Sechsecks 
(Fig. 7). Die Größen der Kräfte P l} P 4 , P 6 seien gegeben, diejenigen der 
Kräfte P„ P 8 , P 6 zu bestimmen. Wir legen zu diesem Zwecke die Kräfte 
P 6 und Pt zu dem Linienzuge Q b 6 Q 6 x Q x 8 aneinander und ziehen 
durch die Ecke Q xs eine Parallele zu der Richtung der Kraft P, und 
durch die Ecke Q 66 eine solche zu der Richtung der Kraft P 5 . Lassen 
wir dann die Kraft P 4 mit dem Endpunkt Q ib auf der letzteren dieser 
Parallelen unter Beihaltung ihrer Richtung gleiten, so wird der zweite 
Endpunkt der Kraft P 4 eine Gerade 8tia (?3 t46 beschreiben, welche der 
Geraden @ 66 Q Ay5a Q if6b parallel ist. Die Kräftepolygone 

05,6 #6,1 01,2 &,3« 03,4a &,ö« Und &,6 06,1 01,2 02,S6 03,4* 04,56, 

welche der ersten Gleichgewichtsbedingung — die Resultante des Systems 
muß verschwinden — Genüge leisten, lassen sich daher ohne weiteres 
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konstruieren. Hierauf zeichnen wir die zu diesen Kräftepolygonen, 
deren Ecken Q 9yAa bzw. Q 9 j46 wir auf der angegebenen Parallelen be- 
liebig gewählt haben, zugeordneten Seilpolygone M^a^a^ . . . o, und 
ifj W . . . b lf wobei wir einen beliebigen Punkt S im Inneren der 
Kräftepolygone als Pol benutzen. Nach der in der Aufgabe 4 gegebenen 
Darlegung Bind aber die Abweichungen M x CLj und M 1 b 7 den Momenten 
der entsprechenden Kräftesysteme proportional; andererseits folgt aus 
dem linearen Charakter der _ 8 

oben aufgestellten Gleichun- 
gen des Gleichgewichts, daß 
auch die Konstruktion linear 
sein muß. Daher erhalten 
wir die Ecke Q lb des 
gesuchten Kräftepolygons 

Gi.s • 04,5-- Q% % u welches 
auch die Momentengleichung 
befriedigt, indem wir durch 
die Gerade AB die Strecke 

&,6« &,56 nach dem Ver " 
hältnis der Abweichungen 

M^ und Jfi& 7 teilen. 1 ) In 
unserer Figur haben wir 
hierzu die Strecken Q A%6a A 
und Q Ay5b B gleich demselben 
Vielfachen der Abweichun- 
gen M x ai und M L 6 7 gemacht. 
Der Beweis für die 
Richtigkeit des letzten Tei- 
les unserer Konstruktion 
läßt sich auch ohne die Benutzung der gegebenen Gleichungen durch 
eine rein geometrische Betrachtung führen. Da aus dieser zugleich 
eine bemerkenswerte Eigenschaft der gezeichneten Seilpolygone folgt, 
so möge sie ebenfalls eine Stelle finden. Wir gehen hierzu von der 
Annahme aus, daß sich # 4j6a (?4,5 zu Qt^Qi^b ^ e «7^1 zu M i h i 
verhält; dann müssen wir zeigen, daß das zu dem Kräftepolygon 
Ö5,40«,iöi,jÖ2,8ft,4Ö4,5 gehörige Seilpolygon, dessen Ecken wir mit 
den Buchstaben c v bezeichnen, sich in dem Punkte M t schließt. Zu 
diesem Zwecke zeichnen wir die für den Beweis in Betracht kommen- 
den Teile der Figur noch einmal (Fig. 8). 

1) W&re das Problem nicht vom ersten Grade, sondern von einem höheren, 
so würde der Interpolationeschnitt AB anstatt einer Geraden eine Kurve Bein. 
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Die zu den drei Kraftepolygonen # M Q^ ba , Q b% . . . Q^ 

Q&,t • - • - Qi f 5b gehörigen Seilpolygone haben den ersten Seilabschnitt 
M 1 a i — M x b 9 = -Mi^ gemeinsam, da den Kraftepolygonen der ent- 
sprechende Polstrahl SQ lf2 gleichmäßig zukommt. Den Punkten Q ita , 
Q iv Q %lb des Kräftepolygons sind im Plane des Seilpolygons auf der 
Richtungslinie der Kraft P 3 die Punkte a„ Cj, b 9 zugeordet. Wie aus 
der Konstruktion folgt, ist ferner das Strahlenbüschel ö 2 , (o^Cj,^) dem 
Strahlenbüschel S(Q^ a9 Q iSf Q t9b ) kongruent. Weiter sind die Seil- 
abschnitte a A a>s, c 9 c v b 9 b 9 bezw. den Polstrahlen SQ Z4a ,SQ 9A ,SRi ib 
parallel, und wie die letzteren sich in einem Punkte, dem Pole S, 
schneiden, so werden wir sehen, daß auch die bezeichneten Seil- 
abschnitte einen gemeinsamen Schnittpunkt haben. Die Strahlenbüschel 

s (Qt,* a y Qi,*> Qijb) und S«? M a> <?m> #M*) mö 8* n nä mlich auf der Ge- 
raden Q ii9b Q Si t b die Schnittpunkte cc y y f ß und cc',y',ß' liefern; wir be- 
haupten, daß diese Punkte entsprechende Elemente ähnlicher Punkt- 
reihen sind. Um dieses nachzuweisen, ziehen wir noch Qi^/Qi^f 
parallel zu <? M G M . Dann ist die Punktreihe Q %i/ , Q %9aJ Q h$9 Q tiU 
perspektiv zu der Punktreihe $3,4/» Q^ia? Q&,o ö»,46 una * die Strahlen- 
büschel S(Q 9M ,Q, M , # M , M/ ) und S(Q 9yAa) Q tt jQ h4 , Q SfA/ sind mithin 
projektiv. Dem Strahl SQ ij9/f = SQ 9A/ entspricht aber auf der Ge- 
raden Q 99b Q 9Ab der unendlich ferne Punkt. Es ist also das Doppel- 
verhältnis (a, ß, y, 00) gleich dem Doppelverhältnis («', fi, y, 00). Da in 
beiden Doppelverhältnissen das vierte Element der unendlich ferne Punkt 
ist, so ist also auch, wie wir behauptet hatten, ay : yß — ay : yfi. 

Aus der Kongruenz der Strahlenbüschel S(Q 99a} Q 2$ , (? 8 36 und 
a %( a v c vh) folgt ferner, daß a,^ : c^6 8 : ay : yß ist; mithin ist auch 
<h c * : Cth =■ ay : yß'. Da aber die Strahlen Sa', Sy\ Sß> in einem 
Punkte, dem Pole S, zusammentreffen und die Seilabschnitte a 9 a v c 9 c v 
b 9} b A diesen Strahlen bezw. parallel sind, so bedingt die letzte Proportion, 
daß sich auch die Seilabschnitte a 9 a A , c 9 c v b 9 b A in einem Punkte, S 9 , 
schneiden müssen. Gerade so können wir zeigen, daß sich auch die 
Seilabschnitte, die sich zwischen den Richtungslinien der Kräfte P 4 und 
P b ausspannen, einen gemeinsamen Schnittpunkt besitzen. Allgemein 
erhalten wir den Satz: 

Liegen entsprechende Ecken von Kräftepolygonen, deren 
Seiten einander bezw. parallel sind, auf geraden Linien, so 
schneiden sich entsprechende Seiten der zugehörigen Seil- 
polygone in einem Punkte. 

Wir ziehen nunmehr die Geraden b A c A a A parallel zu der Richtungs- 
linie der Kraft P 5 . Dann ist Dreieck b A a A a A dem Dreieck QusbQvia^ 
ähnlich. Wie aus dem soeben aufgestellten Satze folgt, ist aber a A c A :c A b A 
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* «V : Y"ß", also ist auch a\c\ : c\\ - & f6a &, 6 : Q^Qw Berück- 
sichtigen wir jetzt noch, daß die verschiedenen Seilabschnitte zwischen 
den Richtungslinien der Kräfte P 6 und P 6 bezw. der Kräfte P 6 und P t 
wegen der festen Lage der Polstrahlen SQ bt bew. £() 6?1 einander parallel 
sind, so folgt schließlich o,^ : c^fy — a 6 6 6 : c 6 fc 6 = OgCj :c B b 5 =* a^rc^ 
= ö*,6a Q^b : Qaj Qi,tb assfl 7'Mi : M x b v Vergleichen wir die beiden äußeren 
Verhältnisse dieser Proportion, so erkennen wir, daß der Punkt c? mit 
dem Punkt M l zusammenfällt; das Seilpolygon M l c t c i ...c 1 ist also in 
der Tat geschlossen. 

Aufgabe 7. 

Von den in den Ecken eines starren Polygons angreifenden Kräften 
kennt man sämtliche Bestimmungsstücke bis auf die Größe einer Kraft P» 
und die Größe P t und den Neigungswinkel ß 1 einer anderen Kraft P^ 
Welche Werte müssen die Größen P v P tf ß l haben, damit Gleichgewicht 
herrscht? 

Lösung. Die Aufgabe läßt sich leicht auf das aus der graphischen 
Statik bekannte Problem der Bestimmung der Stützreaktionen eines 
vom Winde getroffenen Daches zurückführen, von dem die eine Ecke 
um ein festes Gelenk drehbar ist, während die andere Ecke auf einem 
Rollenlager ruht. Wir beschränken uns daher auf diesen Verweis, indem 
wir zugleich bemerken, daß auch die im vorhergehenden vorgetragene 
Methode sich unmittelbar auf unsere Aufgabe anwenden läßt. Die 
analytische Lösung ist einfach; wir lassen sie folgen. 

Die Gleichgewichtsbedingungen sind: 

r s= n 

(1) P x • cos A + P, . cos ß % - - 2*P, ■ cos ß 9 - c,; 

v = n 

(2) P 1 .8inA + P t . B inft-=-2 P »- 8in / J »-V, 

( 3 ) p i • (yi • cos Ä — x \ • sin A) + p* • (y* • cos A — *% • sin A) 

-^(y* • cos A - *„ • sin A) - V 

Aus (1) bezw. (2) folgt 
(4) Pj • cos & — c x — P t • cos ß t \ Pj • sin A s ^ — P t • sin A- 
Setzen wir diese Werte in (3) ein, so ergibt sich 
Vi ' fe - -P» ' cos A) - ^ • (c, - P, • sin A) 

+ P t • (y 2 - cos ß % — z, • sin A) — <v 
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Daher wird 

2 (y a — Vi) • cos ft — (s, — x x ) • sin ß t ) 

Um P x zu bestimmen, quadrieren und addieren wir die Gleichungen (4). 

Es folgt 

(5) P? = fc - P, • cos /?,)' + (c, - P 2 - sin /},)*. 

Ist P t gefunden, so erhalten wir endlich den Neigungswinkel ß x aus 
einer Gleichung (1) oder (2). 

Aufgabe 8. 

Man kennt sämtliche Bestimmungsstücke der in den Ecken eines 
starren Polygons angreifenden Kräfte bis auf die Große der Kraft P { 
und die Neigungswinkel ß x und ß % der Kräfte P x und P t . Man 
soll die Werte von P l9 ß lf ß 9 für den Fall des Gleichgewichtes be- 
stimmen. 

Lösung. Auch für diese Aufgabe läßt sich die graphische Lösung 
nach der geschilderten Methode durchführen. Die analytische Lösung 
folgt wieder aus den Gleichungen (1) bis (3) der vorigen Aufgabe. Wir 
berechnen zunächst den Winkel ß r Dazu setzen wir die aus den 
Gleichungen (1) und (2) sich für P x • cos ß t und P x • sin ß x ergebenden 
Werte in die Gleichung (3) ein. Wir erhalten 

Vi ' ( c i - p f ' C08 A) - *i • (<* - P* ' «n A) 

+ P t • (y 2 • cos /J, - x 9 - sin ßj - %, 
oder 

P 2 ■ (x t - x % ) • sin /J 2 - P t • (jf t - Ä ) • oob A - VFl - 4 ' Vi- 

Setzen wir in dieser Gleichung sin 8 = z, also cos /J, == Yl — **, 
so fuhrt die Bestimmung des Neigungswinkels ß % auf eine quadratische 
Gleichung. 

Den Wert von P 1 können wir dann weiter aus der Gleichung (5) 
der vorigen Aufgabe berechnen, und endlich folgt der Wert des Nei- 
gungswinkels ß x wieder aus den Gleichungen (1) und (2). 

Anmerkung. Die noch übrigbleibenden Fälle, daß man nämlich 
alles kennt bis auf P v P„ /3 8 oder P l} /J a , ß 9} die zu suchen sind, lassen 
sich leicht nach denselben Methoden behandeln, wie die vorhergehenden 
Aufgaben. Die Lösung mag dem Leser überlassen bleiben. 
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Dritter Teil. 



Die Ableitung der Gleichungen des Gleichgewichts der beweglichen 
Stabkette aus dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen. 

Als Beschluß unserer Arbeit wollen wir noch aus dem Prinzip der 
virtuellen Verschiebungen die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen 
für die um ihre Endpunkte drehbare Stabkette herleiten und aus ihnen 
den Grad der Eliminationsgleichung ermitteln, welche sich ergeben 
würde, falls es gelänge, das System der Gleichungen des Gleichgewichts 
auf eine Gleichung mit nur einer Unbekannten zurückzuführen. Dies 
wird uns am besten davon überzeugen, wie aussichtslos es ist, für das 
Problem der beweglichen Stabkette, welches wir durch den geschilderten 
Hilfsweg zugangig zu machen gesucht haben, eine geschlossene Lösung 
mit Hilfe der durch die analytische Mechanik gebotenen algebraischen. 
Methoden zu suchen. 

Bedienen wir uns wieder der bisher angewandten Bezeichnungen 
und bedeuten 8x^ Sy r die Komponenten der virtuellen Verschiebung 
des Punktes x^ y vJ so liefert das Prinzip der virtuellen Verschiebungen 
die Beziehung 

* =m — 1 

(i) 2 ( p * • co8 a- • 8x < + p » ■ 8in & ■ *ri = °- 

V s 1 

Es ist aber 



Wir variieren die erste dieser Gleichungen und erhalten 
dx 9 J^r 2 .sina 2 .tf ajl , 



oder wenn wir berücksichtigen, daß 

sin a, «= — » 

ist: 

(2a) 8x v = - [fo - y ) . da, + (y, - 9l )d at + •••• + (*,- y,-i)*«J- 
Entsprechend folgt 



fiy v =yjr v coaa r dai, 



Ztitachrift f. Mathematik u. Physik. 56. Band. 1908. Heft 2. 12 
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oder da 

x i - x i-i 
cos a, — — — 

. r i 

ist: 

(2b) dy, = fo - z ) • da, + fo - «,) • da, + • • • • + (s, - *,_,) • da,. 

Die Werte (2 a) und (2 b) setzen wir in die Gleichung (1) und 
lösen die Summe auf; es folgt 

- P, • cos /3, • (y, - y ) • da, + P, ■ sin ß l • (*, — x ) • 8a, 

- P, • cos/3, • [(y, - y ) • da, + (y, - ft) • da,] 

+ P, • sin ß t ■ [(z, - ar ) • da, + (*, — *i) • *«r] 

-P r cos/J 1 .[(y,-y ).da, + (y 1 -y 1 )-da f + ---- + (y J ,-y 1 _,)-da i ] 
+ Pj-sin /»!•[(*,— a; )da,+(« l — ^dajH hfo— *2_,H«J 

-P,_ 1 -co8/J._i[y,-y )da,+(y,-y 1 )da l + - •+(y,_ 1 -y 1 ,_ l )da B _,] 
+ P,_, -sin A-i[(*i -a; )da, + (« i -a; J ).da 1 +-... 

+ (*.-i-*.-t)'*«._i]- 
-0. 

Ordnen wir diese Summe nach den Variationen da,, da, .. . da^ . . . da„_„ 
so ergibt sich: 

(3) da, • ((y.-yo) • [-P, • cos/3, - P, • cosft . . . -P,., • cos/S..,] 

+ (*i ~ *o) • [*i • sin/3, + P, • sin/}, + . . . + P„_, • sinft,.,]} 

+ *«t • {(yi-Jü) •[-*!• cos A - ^. • cos/3, ...-?„_,- cos /?„_,] 

+ («i - *») • [*t • ""* A + P» ■ »n/Sa + • • • + -P„_! • sin/3„_,]} 

+ '«!•{ fri - Vi-i) '[-Pf cos A ~ ^+i ■ cos/3 i+ , . . . -P„_, cosft,.,] 
+ fot ~ *i-i) • [*a • »in A + P, +1 • sin A+i + . . . + P„_, • sin/J„_,] } 

+ <K-i • { (y-i -y-») • [- -P.-i • cos A_i] 

-0. 
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Dann finden wir 

5) *«i • {[(& -y ) • (*»-*i) • (ys-y»)-(yi-y ) • tet-Vx) ■ (*•-*•)] 

X [- P, • COS/J, - P, . COS/J, ... - P„_, • COS/J,,.,] 

+ [(*i - #o) • fo - *i) • (y. - y») - fa - *o) • (y» - yJ • (*» - *i)] 

x [P, -sin/», + P, • sin/3, + . . . + P n _, • sinft,_,] 

+ C(yi - y ) • d/t - *) • fa - *») - <X - *o) • (y» - y 4 ) • (y» - y.)] 

X [— P, • COS/J, — P, • COS/J, ... — P,., • COS/J„_,] 

+ [(.Vi - y ) • fo - «») • (*« - *t) - Oi - *o) • Oi - *i) • (y» -y»)l 

x[P, • sin/3, + P, • sin/3, + ... + P m _ t . sin/S,.,] 

+ [(*i -*o) • (y«-yi) • (y$-y»)-(yi-yo) • te -*i) • (y s -y»)] 

X [- -P» • COS/?, ~ P« • COSft • . . . _ P,_ l . COS/J,,.,] 

+ [(*i - *o) • (yi - yJ • Os - *») - (yi - y<») • (*» - *i) • fo - *»)1 

x[P, • sin/», + P 4 • sin/» 4 + ... + P m _ l - sin/J_,] 
+ *««•{ } 

♦ *«!• {Kyi-yo)-(*«- a; i)-(yi-yi- 1 )-(yi-yo)-(y»-yi)-(^-*i_i)] 

X [- P, • COS/J, - P, • COS/J, ... - P Ä _, • cos/J B _,] 

+ l(«i-*o) • (*»-*i) • (yi-y-i_i) - fo-*o) • (y»-yi) • (*i-*i-i)] 

x [P, • sin/J, + P, • sin/J, + . . . + P._, • sin/J,,.,] 

+ L(yi-y ) • (yt-yi) • (*z-*i-i) - (*i-*o) • (y*-yi) • b/i—9i-i)] 

x [- P, • cos/3, - P, • cos/3, - ... - P,_, • cos/J..,] 

+ [(yi-y ) • (*»-*i) • fe-^-i) - (*i-*o) • (*»-*i) • (yz-yi_i)] 

x [P, • sin/», + P, • sin/3, + . . . + P,_, • sin /»„_,] 

+ [(*i -•*<>) • (y»-yi) • (yi-ya-i) - (yi-y ) • (**-*i) • (y*-yi_i)] 

x [- P 2 • cos/3,, - P l+1 ■ cos/J i+ , • . . . P,_, • cos/J,,.,] 

+ [(%-*<>) • (y*-yi) • (*a-*i-i)- (yi-y ) • 0*-*i) • (*«— *a-J] 

x [P, • sin^ + P, + , • sin/J^, + . . . + P n . t ■ sin/J,.,] } 

+*«»•{ [(yi-y )- (*»-*i) • (y»-y»-i)-K-^o) • (y»-yi) • (*.-^»_x)] 

X [— P, • COS/J, — P, • COS/J, ... P„_, • COS/L,] 

+ Lfo - x o) • (*» - *i) • (y„ - y._i) - (*i - * ) • (yf - *) ■ (*„— *-i)] 

x [P, • sin/3, + P, • sin/J, + . . . + P,_, • sin/»,.,] 

+ [(yi-y ) • (y»-yi)- (*,-*».i) - fri-* ) • (y»-yi) • (y»-y»_i)] 

x [— P, • cos/J, - P, • cos/3, ... P„_, • cos/S,.,] 

+ L(yi-y ) • (*»-*i) • («.-^.-1) - (*i-*o) • («»-^-(y.-y^-i)] 

x [P, • sin/J, + P, • sin/3, + . . . + P B _, • sin/3._,] } 
-0. 
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Setzen wir in der letzten Gleichung die Faktoren der nunmehr als 
voneinander unabhängig zn betrachtenden Variationen da 3 , da A , 
8a n einzeln gleich Null, so erhalten wir n — 2 Bestimmungs- 
gleichungen für die 2w — 2 Unbekannten a^, y Y ; x t , y a ; . . . . x x , y x ; 

x^ x , y n _ 1 . Die noch fehlenden (2 n — 2) — (w — 2) «= n Bestim- 

mongsgleichungen ergeben sich aus der Überlegung, daß der Abstand 
von je zwei aufeinander folgenden Punkten der Stabkette durch die 
Länge des sie verbindenden Stabes bestimmt ist Hieraus folgen die 
n Gleichungen 

(5) (*!-*„)' + (yi-y<0 , -»- 1 , 5 



(*.-* 1 .-i) J + (y.-y.-.) , -ri. 

Wie ein Blick auf die Faktoren von dc^, äcc A , .... 8a n in Glei- 
chung (4) zeigt, sind die ersten n — 2 Bestimmungsgleichungen in bezug 
auf die Unbekannten vom 3 ton Grade, während die Gleichungen (5) den 
2** Grad besitzen. Wir schließen hieraus, daß für jede der Unbekannten 

JV-3 1 -«^" 

Wurzeln vorhanden sind. Wäre es daher möglich, die 2 « — 2 Gleichungen 
mit 2 n — 2 Unbekannten auf nur eine Gleichung mit einer Unbekannten 
zurückzuführen, so müßte diese vom 3"~ 2 • 2*-ten Grade sein. In dem 
von uns durchgeführten Beispiele einer Stabkette mit n = 3 beweglichen 
Gliedern würde die sich ergebende Gleichung also bereits den 3 1 • 2 8 
= 24 * n Grad annehmen und ihre Auflösung sich somit den gewöhnlichen 
algebraischen Methoden gänzlich entziehen. 

Anhang. 

Die Fehlergrenzen der aufgestellten Näherungslösungen. 
Bei der Entwicklung der im voranstehenden dargelegten Korrektur- 
methoden sind wir von der Voraussetzung ausgegangen, daß in der 
Fortsetzung nach dem Taylorschen Lehrsatze kleine Größen höherer 
als der ersten Ordnung als belanglos fortgelassen werden dürfen. Da 
die Funktionen, zu denen wir gelangt sind, reguläre sind, wie sie es 
ja der Natur der Aufgabe nach sein müssen, so ist die Vernachlässigung 
der Glieder höherer Ordnung sicher gestattet, solange die Inkremente 
der Funktionswerte sehr kleine Größen sind, und es fragt siel) daher, 
welcher Fehler im Resultat durch die Vernachlässigung der Glieder 
höherer Ordnung hervorgerufen wird, falls die Inkremente eine be- 
trächtlichere Größe annehmen. 
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Was die Untersuchung dieser Frage mit den Hilfsmitteln d 
Analysis betrifft^ so besteht sie offenbar in der Feststellung des E 
flusses, welchen die verschiedenen mögliehen Werte des an eine t^ 
liehige Stelle in der Entwicklung nach dem Taylor sehen Lehrsa^^ 
gesetzten Restgliedes auszuüben vermögen. Eine solche Betracbtuv. ^ 
scheint für mehrere Variable zuerst von W. Wagner 1 ) durchgefii 
worden zu sein. Die im folgenden geschilderte Methode stimmt 
ihrem Grundgedanken, wie es nicht anders sein kann, mit derjenige 
von Wagner überein, unterscheidet sich aber von ihr dadurch, j 4 
behufs Erzielung tauglichster Einfachheit die Restgüedbetrachturjg nie 
über die Ableitungen der ersten Ordnung hinausgeht. Hierdurch wi :ar-cl 
der Fehlerbereich entsprecheud vergrößert; aber die Genauigkeit dürfffc.« 
für die hier vorgetragenen geometrischen Konstruktionen aus reiche», ^^n. 
Die Methode ist, der ganzen Art dieser Arbeit entsprechend, me 
geometrisch als analytisch. 

Hidem wir uns an die Bezeichnungen der Aufgabe 1 anschließe 
mögen die aufzulösenden Funktionen 

f.(t, *) — **, 

sein, wo x n und y n bekannte, feste Werte besitzen, Die graphisch 
mittelten Näherungswerte eines Wurzelpaares bezeichnen mir inib 
und t( und es sei fjg f tf)=x HJ 

Ferner sei aus der graphischen Darstellung dieser Funktionen beka-jn^it 
daß die wahren Werte der Wurzeln in dem Intervalle | t — £' bs^r. 
tfo — if enthalten sind. Nennen wir dann die gesuchten Inkremem. t^ 



^jv 



— af n = dz n und y n -y» = J% 



besteh. - 



^|' und <dr{ und ist x n 
die genauen Formeln 

^ - ^ [/; (r , n + »i ■ (vi - V))] - ^r 

wobei £ ^ £ 1, O&fygl ist. 

1) Vgl. W. Wagner» Bestimmung der Genauigkeit, welche die Newtojtt^^fc** 
Met hode* zur Berechnung der Wursteln darbietet (lateinisch 185ö, deutsch l&^C?; 
Leipzig). Eine Wiedergabe der Wagne rächen Methode findet sieb in 0. BL *> r 
mann, über die näherungs weise Beatinamung der Lösungen mehrerer Gleichung^ xr 
Monatsschrift für Mathematik und Physik, H, Jahrgang, 1900. 
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In diesen Formeln wollen wir für die Paktoren von d% und dr[ 
bzw. die Abkürzungen & alf S a% und @ bl , ® b% eingesetzt denken, so daß 
wir also auch schreiben können 

Jy n =e bl .4l'+®toJri. 
Die Auflösung dieser Gleichungen nach d% und Jr( ergibt: 

Wir hatten nunmehr die größten und die kleinsten Werte zu be- 
stimmen, die nach diesen Formeln //£' und Jr{ annehmen können, 
wenn wir die unbestimmten Größen # x und # 2 die Werte von bis 1 
durchlaufen lassen. Zwischen diesen Grenzen müßten dann die Werte 
von d| und dr\ liegen, die wir in der zu Aufgabe 1 gehörigen Korrektions- 
rechnung dadurch gewonnen haben, daß wir ^ und # 2 gleich Null 
setzten. Diese Grenzwerte dürften sich infolge des verwickelten Charakters 
der Funktionen f a und f b wohl nur durch ein ziemlich umständliches 
Verfahren genau auffinden lassen. 

Verzichten wir indessen auf die Genauigkeit, welche allein die 
analytische Behandlung zu gewähren vermag, so läßt sich auf Grund 
der graphishen Darstellung der aufgestellten Funktionen leicht die 
Größe der durch die lineare Interpolation herbeigeführten Fehler be- 
urteilen. Die hierauf bezüglichen Erörterungen wollen wir wegen der 
überwiegenden Wichtigkeit der Aufgabe 1 jedoch nur für diese an- 
stellen. 

Wie wir in der graphostatischen Lösung der Aufgabe 1 gesehen 
haben, entsprechen den geradlinigen Polbahnen SS^S% und SS{Si 
(Fig. 3) bezw. die Kurvenabschnitte m 3 ui^j und mspipi im Plane des 
Seilpolygons. Ergänzen wir nun den rechten Winkel S^SSi zu dem 
Quadrate SiSSiS'i, so erhalten wir als seine Abbildung ein von krumm- 
linigen Seiten begrenztes Viereck it*m 8 ftsft2; dessen Gegenseiten an- 
nähernd gleichlaufend sind. Dieses Viereck haben wir von Zeichen- 
fehlem abgesehen als die genaue Abbildung des bezeichneten Quadrates 
im Kraftepolygon aufzufassen, welche durch die Funktionen x n = f a (jj, rj) 
uud y m =* f b (g, rj) vermittelt wird. In der Korrektionsrechnung haben 
wir diese Funktionen nach dem Taylorschen Lehrsatz fortgesetzt, wo- 
bei wir uns auf die linearen Glieder beschränkt haben. Benutzen wir 
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nun diese linearen Fortsetzungsfunktionen (Aufgabe 1, Abschnitt B, 
Gleichungen 5) als Abbildungsfunktionen, so erhalten wir als Abbildung 
des Quadrates SiSSiS'J in der Ebene des Seilpolygons ein Parallelo- 
gramm ihimsiiiiiii'i, dessen Seiten m^n und m^ii bezw. die Tangenten 
der Kurven m 8 /Af und mz(ii in dem Punkte tn$ sind. Wir finden so- 
mit die Richtungen der Seiten dieses Parallelogramms dadurch, daß 
wir in dem Punkte nt 3 an die Kurven m 3 pi und m^pi die Tangenten 
konstruieren. Um auch die Längen seiner Seiten zu bestimmen, müssen 
wir für den Pol S die Werte der in den Abbildungsfunktionen auf- 
tretenden Faktoren von d% und drj berechnen, was am besten nach 
der am Schlüsse des Abschnittes B, Aufgabe 1, dargelegten Methode 
geschieht Für das in der 1. Aufgabe behandelte Zahlenbeispiel ver- 
läuft die Bestimmung dieser Größen folgendermaßen. Aus der Figur 
finden wir 

<£ (Jx, t) - «fc (/Ix, m^i) - - 8°,5 , 

<£ (/lx,f) = ^C (Jx, fi^fftii) - 97°. 

Pi-3,2, «>,-3,28; 0,-3,56. 

Für die zu berechnenden Faktoren bestehen daher die Bestimmungs- 
gleichungen 

«1 + ^=2^-^ + ^ + ^-2,73, 
£-tg(-8«6)--0,149, 

h _ b. > _ t g 97° - - 8,14 

Die Wurzeln dieser Gleichungen sind a x — 1,233, a, — 6 t — — 0,184, 
h x — 1,50, und wir erhalten somit als Abbildungsfunktionen die Glei- 
chungen 
( U /ix - 1,233 • ^/g - 0,184 • ^17 , 

4y 0,184 . A\ + 1,50 - /tri . 

Da die Koordinaten des Punktes S 2 /1\ = 1, z/17 = sind, so 
folgt, indem wir diese Werte in die Gleichungen (1) einsetzen, für die 
Koordinaten dos Punktes (i il inbezug auf ein Koordinatensystem, dessen 
Aohttnu wir durch den Punkt m 8 parallel zu den Achsen x, y legen, 
fr •• l ,81111, //y — — 0,184. Daher finden wir für die Länge der 
IWIMogrommseite m^ 



in, /i„ - Vl^33» + 0,184* - 1,25 . 
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Entsprechend finden wir für die zweite Parallelogrammseite, indem 
wir A\ « und ^17 «= — 1 setzen, 



m 3 tft «}/0,184» + 1,50* « 1,51 . 

Bei Benutzung der linearen Abbildungsfunktionen (1) entspricht 
demnach der Parallelogrammseite (inthi im Kräfteplane die Seite S*S'i 
und daher einer Geraden, die wir durch den Punkt (i* parallel zu der 
Seite [hiihi gezogen denken, im Kräfteplane eine Gerade, die in bezug 
auf das Quadrat S^SS^S* ebenso gelegen ist wie die Parallele durch 
den Punkt fij inbezug auf das Parallelogramm ft^Ws^s/^s/. In Wirk- 
lichkeit, d. h. bei Benutzung der vollständigen Abbildungsfunktionen, 
entspricht aber dieser Parallelen eine Linie im Kräfteplane, die sich 
der Seite S*S'i anschließend diese im Punkt S'i schneidet Bezeichnen 
wir folglich in bezug auf ein schiefwinkliges Koordinatensystem mit 
den Geraden ms ftjj und nt 8 (tu als Achsen die Koordinaten des Punktes p'i 
mit /i und p', und sind die Koordinaten des dem Punkte /u£ durch die 
linearen Abbildungsfunktionen (1) zugeordneten Poles z/£, und Ar\ v die 
Koordinaten des wahren Poles dagegen z/£ und z/17, so ergeben sich 
die Proportionen 



z/17 :zfi}i — msfftfi:ft'. 

Hieraus folgen für die durch die linearen Abbildungsfunktionen 
herbeigeführten Fehler der Koordinaten des Poles S» die Werte 

4%-4% x ^ z/g„ 

A A •V^i-f*' A 
JKl - z/17, ~* 4ri t . 

Sollen die rechten Seiten dieser Formeln auch die obere Grenze 
der Fehler einbegreifen, welche sich ergeben, wenn wir mit Hilfe der 
linearen Abbildungsfunktionen die Polkoordinaten berechnen, welche 
einem beliebigen Punkte der Begrenzungskurven pi (t* und pj'ft* zu- 
gehören, so müssen wir die Quotienten 



und , 

auf diejenigen Punkte der Begrenzungskurven beziehen, für welche sie 
die größten Werte erreichen. In welchen Punkten dieses stattfindet, 
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laßt sich aber leicht aus der Figur ersehen. Um nun den Gültigkeits- 
bereich der gewonnenen Fehlerformeln auch auf das Innere des Kurven- 
Vierecks auszudehnen, denken wir uns das Quadrat S*SSiS'i durch 
zwei Scharen von Parallelen zu den Seiten des Quadrats in Elementar- 
quadrate aufgeteilt und mit Hilfe der Abbildungsfunktionen x H = f a (S,i?), 
Vn "= fb (%> V) das Kurven viereck /x* w 8 yh $ in die diesen Elementar- 
quadraten entsprechenden Elementarvierecke zerlegt. Infolge der Stetig- 
keit der Abbildungsfunktionen werden diese Elementarvierecke dem 
Kurvenvierecke ^ms/i^s annähernd ähnlich sein, und wir können 
mithin die aufgestellten Fehlerformeln auf die Elementarteile über- 
tragen. Machen wir daher den graphisch ermittelten Pol S s und den 
ihm zugeordneten Endpunkt M* der Stabkette zu den Ausgangspunkten 
der Fortsetzung, so erhalten wir die Fehlerformeln 



m'ndii», — du 
(2) rfj-^-.-L*!--?.^, 



m' s dß' 2l — du.' 
dri - d^ - j^ dr} lf 

wo mit dpu und d^ t die Eckpunkte des Elementarparallelogramms 
bezeichnet sind, die den Eckpunkten ftg* und (i it des ganzen Parallelo- 
grammes ^ifn^^i^ii entsprechen, während die Größen dfi, dp'] dg, dr}] 
dg„ drj t eine analoge Bedeutung haben, wie die oben erklärten Größen 

fh /*'; 41, 4r}', 4£ v 4^. 

In den Formeln (2) müssen wir noch die Differenzen tri$dy^i — dp 
und mftd/x'st — dp auf bekannte Größen zurückführen. Diese Diffe- 
renzen stehen nun, infolge der Krümmung der Seiten der Kurven vier- 
eoke zu den Größen dp und dp nicht in dem gleichen Verhältnisse 
wie die Differenzen m$pu — p und nhpii — p' zu den Größen p und p\ 
Um dieses zu erkennen, denken wir die Kurven m^p* und m^p* durch 
ihnen sich möglichst anschmiegende Parabelbogen ersetzt. Die Glei- 
chungen etwa des ersten dieser Bogen werden die -Form haben 

. Ix -• a x > J* + a % • Jrj + a n • J% % + a l2 -4% • 4j\ + a M • drf, 

.Ift ~ b x >Jt + b 9 -4ri + b n • 4\* + b l2 .Jt-Jy + bn- *tf . 

Subtrahieren wir von diesen Gleichungen diejenigen der linearen 
V^lMUiuu^Kfunktionen 

^^=»6, . z/g + b s - 4ri, 
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BO folgt 

Jx — Ax x + «n • Jl* + a 12 • 41 • Jt\ + a n • 4rf } 

Ans diesen Gleichungen schließen wir, daß der Abstand der Linien 
ff 2 ff 2 und (itiii*i nicht der Länge der Seite des abgebildeten Quadrates 
einfach proportional sondern dem Quadrate dieser Länge proportional 
ist Da sich ferner d% annähernd zu z/£ verhält wie dp zu jt, so be- 
steht somit die Proportion 



m^d^ — dii (d^« 



analog ist 



*», ft, v> 



» ? 



m^ d^ — dp _ yyy 



m ^9 



Führen wir die Werte, die sich für die gesuchten Differenzen aus 
diesen Proportionen ergeben, in die Gleichungen (2) ein, so finden wir 
schließlich für die durch die lineare Interpolation hervorgerufenen Fehler 
die Formeln 



dt-ä^.-^.ä^ 



, , dp V2/ -** , 

*n-* , ni—jjr — ? — dri *-> 

in denen wir, um das Maximum der bestimmenden Fehler zu erhalten, 
für /i und (i die kleinsten aus der Figur folgenden Werte einzusetzen 
haben, während sich die Werte von dp und d[i mit Hilfe der Trans- 
formationsformeln 

, , 9m(Jx,m 3i i % l ) , co8(^g,m 8 ft 2/ ) 

** X% ' Bin(m 8 ^ 2 „m 3 ft 2 ,) + y * ' sin (w 8 fi 2p m,f4 2 p 

aus den bekannten Werten von dx n und dy n berechnen lassen. 
Die Anwendung dieser Formeln auf unser Beispiel ergibt 
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Da ferner, wie aus der Figur folgt, (i — 0,93 und (i = — 1,57 ist 
und, wie wir bereits berechnet haben, ms^n = 1,25 und m2jt2< = — 1,51 
ist, so erhalten wir mithin für die gesuchten Fehler die Werte 

dl - dl, - «gj • *' 26 -°' 98 • 0,0375 - 0,00054, 
dr) _ dr)i _ A™ . =±V±W ■ 0.0644 - 0,00022, 



oder in Prozenten 






dl — da 
100.-^--' -1,450/,,, 




«»•— ^'-O^/,. 



Sohlußbemerkang. 

Die vorliegende Arbeit ist von mir im wesentlichen am Schlüsse 
des Jahres 1905 angefertigt worden. Infolge meiner Berufung an die 
Germaniaschule in Buenos-Aires im Beginn des folgenden Jahres war 
es mir nicht mehr möglich, die Drucklegung noch selbst zu besorgen. 
Auf meine Bitte hat sich mein Studienfreund, Herr Professor 
Dr. Georg Hamel in Brunn, freundlichst der mit dem Drucke ver- 
bundenen Mühe unterzogen. Hierfür wie für die kritische Durchsicht 
und die Verbesserungen, die er der Arbeit hat zuteil werden lassen, 
statte ich ihm auch an dieser Stelle meinen herzlichsten Dank ab. 

Bei der Anfertigung der Arbeit habe ich das Glück gehabt, mich 
mit meinem Stiefvater, Herrn Professor Dr. Karl Heun in Karlsruhe, 
über die zu erstrebenden Ziele unterhalten zu können. Ihm verdanke 
ich insbesondere die Anregung, die Untersuchung, die sich zunächst 
auf einen geometrischen Gedanken beschränkte, auch nach der analy- 
tischen Seite zu vervollständigen. Meinem Stiefvater widme ich die 
Arbeit in Dankbarkeit und Verehrung. 

Buenos-Aires, den 21. November 1906. 

Alfred Jatho. 
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Über die Anwendung der Fluchtpnnktsclüene 
in der Perspektive. 

Von Friedrich Schilling in Danzig-Langfuhr. 

Eine neuausgeführte Fluchtpunktschiene, die am Schlüsse dieses 
Aufsatzes beschrieben ist, gibt mir Veranlassung, ihre Anwendung in 
der Perspektive überhaupt zu besprechen, vor allem aber eine neue 
Methode ihrer Einstellung zu entwickeln, die einfacher als alle bisher 
bekannten ist. Ich hoffe damit zur weiteren Verbreitung dieses nütz- 
lichen Instrumentes beizutragen. 

I. Das Problem der Fluchtpunktschiene, insbesondere seine historische 

Entwicklung. 

Es handelt sich um die folgende Aufgabe: 

1. Nach einem außerhalb des Zeichenblattes gelegenen Punkte F, der 
als Schnitt zweier gegebener Geraden g, h bestimmt ist, sind durch beliebig 
viele Punkte der Ebene die Verbindungsgeraden zu ziehen. 

Diese Aufgabe kommt bekanntlich besonders in der angewandten 
Perspektive vor, wobei es sich um den unzugänglichen Fluchtpunkt F 
paralleler Geraden des Raumes handelt; die eine der gegebenen beiden 
Geraden, in der Bildebene etwa h, ist dann zumeist der Horizont. Schon 
der leichteren Ausdrucksweise wegen wollen wir uns im folgenden 
an diese Vorstellung anlehnen und demnach die eine Gerade stets 
horizontal wählen und kurz als „Horizont" h und den Schnittpunkt F 
beider Geraden g 9 h als Fluchtpunkt bezeichnen. 

Von den rein konstruktiven Lösungen obiger Aufgabe — alle die 
zahlreichen Methoden, bei denen es sich nur um das Ziehen einer 
einzigen neuen Verbindungsgeraden nach dem unzugänglichen Punkte F 
handelt, kommen natürlich hier nicht in Betracht — ist mir die 
folgende/ an sich auch recht brauchbare, als die einfachste bekannt. 
Man zieht zwei, die Gerade h in M und M schneidende Parallele q, q, 
etwa zwei Senkrechte zu h am rechten und linken Rande des Zeichen- 
blattes, und zeichnet auf ihnen mit Maßzahlen versehene, hinreichend 
nahe Einteilungen, indem man die Strecken M N und M' N 1 zwischen 
den Geraden g, h zunächst in dieselbe Anzahl gleich bezifferter Teile 
teilt und hierbei die Punkte M M! als Anfangspunkte der Maßstäbe 
wählt (Fig. 1). Diejenige durch einen beliebigen Punkt P gehende 
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Gerade, welche die Maßstöbe auf den Hilfsgeradeu q f q in gleich ^ 
zifferten Punkten schneidet, ist dann die gesuchte Verbindungslinie ^i»^ 
F1 | (Das Rechteck der* j?i_ 

gur 1 soll hier wi^ £ n 
den späteren Figur-^exi 
das Reißbrett rm. i*. 
deuten.) 

Die Methode ^^^ 
fordert immerhin gro J 
V orber eitnngen , l ) 
her hat man besoz 
dere Instrumente 
konstruieren gesueh 
welche die Aufgabe bequemer zu lösen gestatten. Unter diesen 
die „dreiteilige Fhichipunktsekime" wegen ihrer Einfachheit weitai 
m* l die erste Stelle ein_ 

Die Fluch tpunt 
schiene besteht 
allen in Einzelheit 
/V^ — "^v- B&i \ verschiedenen Kc 

/ ■ — -^ B&f-^A \ struktiouen stets 

drei Linealen, näml-i_ , 
zwei J ) fette hi mm^_^ f 
und einer ^Zeiefe m^^^ 
schiene*, die um ^^^in 
gemeinsames GeL^^ ^ 
an ihren Enden d*~^^j,, 
bar sind, nach «zEJer 
Einstellung auf cE^ D 
durch //, h bestimmten Fluchtpunkt F aber durch eine Schraube Ärmifc 
Mutter in der gewünschten Lage gegeneinander festgestellt werden (Fig^ 2). 
Beim Gebrauch der Fluchtpunktschiene nach ihrer Einstellung gleitet! <j Je 
beiden Gleitschienen an zwei auf dem Reißbrett eingesteckten Stiff^n 



-^ JF 




1) Sie wurde zuerst 1S14 von Peter Nicholson erfunden und tö6& »uft 
neue von Wilh, Streckfuß, Nähere historische Angaben enthalt der von ^^g 
noch Öfter zu nennende Aufsatz des Herrn R. Mehnake: Über das Einstellen der 
dreiteiligen Flncbtpunktsckiene, Zeitschrift für Math, und Physik, Bd. 42, Leipzig 
1897, S. #9 — 103, Vgl auch W t Dyck, Katalog mathematischer und mathematisch, 
physikalischer Modelle, Apparate und Instrumente, München 189S, S. SÄ7 und 
Nachtrag, München 189&, S. 42, sowie W. Streck fuß, Lehrbuch der PerspekfaVe, 
2< Aufl. Breslau 1874, S, 54—56. 
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Fig. 3. 



A, Bj die wir zunächst als punktförmig annehmen wollen. Nach dem 
Satz von der Gleichheit der Peripheriewinkel über demselben Bogen 
beschreibt dann der die Gelenkmitte bildende Schnittpunkt S der „Gleit- 
kanten" einen Bogen des durch A, B, F bestimmten Kreises und die 
„Zeichenkante" der dritten Schiene, die auch durch S geht, trifft (nötigen- 
falls über S hinaus verlängert) stets den Punkt F. 1 ) 

Offenbar beruht die ganze Schwierigkeit bei der Anwendung der 
Fluchtpunktschiene allein darin, wie sie auf einen durch die Geraden g, h 
gegebenen Flucfdpunkt F einzustellen ist, d. h. wo die Stifte A, B zweck- 
mäßig einzustecken und wie ihnen entsprechend die Winkel der drei 
Schienen gegen einander festzulegen sind. Der Einfachheit halber 
wollen wir wie gesagt in der folgenden Betrachtung die Stifte A f B 
zunächst punktförmig wählen und die Fluchtpunktschiene durch das 
geometrisch allein wesentliche ideelle Gebilde ersetzt denken, das 
aus drei um ihren 
gemeinsamen Schnitt- 
punkt S drehbaren Ge- 
raden, zwei Gleitkanten 
und einer Zeichenkante, 
besteht. Schon Streck- 
fuß (s.S. 190 Anm.) gibt 
zur Bestimmung der 
Winkel der drei Schie- 
nen eine einfache geo- 
metrische Konstruktion an, die ich hier wiedergeben möchte, da sie 
noch wenig bekannt, andrerseits sein Buch nicht leicht zugänglich ist. 
Es seien außer den Geraden g 7 h die Punkte A, B für die Stifte ge- 
geben, und zwar möge zunächst AB senkrecht zu h im Punkte 
gewählt sein (Fig. 3). Man falle von B das Lot mit dem Fußpunkt J 
auf die Gerade g, ziehe zu OJ durch A die Parallele bis zum Schnitt 
G mit g. Die drei von G ausgehenden Geraden g, G A, GB bilden 
dann mit einander die gesuchten Winkel zwischen den Gleitkanten und 
der Zeichenkante. Die Einstellung der Fluchtpunktschiene geschieht nun 
einfach so, daß man bei gelockertem Gelenk ihre drei Kanten mit den 
gezeichneten drei Geraden entsprechend zur Deckung bringt und dann 
das Gelenk durch Anziehen der Schraube feststellt. Die Richtigkeit 
der Konstruktion folgt unmittelbar aus der Ähnlichkeit der von den 
Punkten GBJK und EBOA gebildeten Figuren, wo K den Schnitt- 

1) Als nützliche Anwendung des genannten Peripheriewinkelsatzes sollte die 
Fluchtpnnktechiene beim Unterricht in den unteren Klassen unserer höheren 
Schalen stets Erwähnung finden. 
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Flg. 4. 




punkt von GA und BJ und E den Schnittpunkt von h mit dem durch 
A, B, G bestimmten Kreise bezeichnet. 

Ist insbesondere A — OB, so folgt aus BJ -» JK f wenn man 
will, eine noch etwas einfachere Konstruktion des Punktes K und da- 
mit der Geraden GA. Ist aber andererseits die Strecke AB nicht mehr 
senkrecht zu h, sondern unter dem Winkel 6 gegen h geneigt, so muß 

auch die Gerade BJ 
unter demselben Win- 
kel e gegen die Ge- 
rade g gezogen werden 
(Fig. 4). 

So einfach das Ein- 
stellen sich auf Grund 
dieser geometrischen 
Konstruktion auch voll- 
zieht, so sind/loch, wie 
schon Streckfuß selbst bemerkt, praktische Methoden ohne eine solche 
vorhergehende Konstruktion vorzuziehen. Der vielfach gegebene Vor- 
schlag, die Fluchtpunktschiene durch Probieren einzustellen, hat ihrer 
Verbreitung indes gewiß nur geschadet. Ersichtlich kann hier nur ein 
iinf einem exakten Grenzübergang beruhendes Einstellungsverfahren in Be- 
tracht kommen. Es ist das Verdienst des Herrn Mehmke, ein solches 
(pMmucs Verfahren in der oben genannten Arbeit angegeben zu haben; von 
wiltcr Wiedergabe, so interessant und brauchbar das Verfahren an sich 
i«l» wollen wir hier absehen. 1 ) 

IL Einzelne Fragestellungen und Definitionen bei unserem Problem, 
loh gehe nach diesen mehr historischen Bemerkungen nun dazu 
tttar, ilit* Anwendung der Fluchtpunktschiene in umfassenderer Weise, 
«In 0n hinhor geschehen ist, zu besprechen, vor allem eine neue exakte 
Mcthmltt ihrer Einstellung zu entwickeln, die allen andern wegen ihrer 
t'tulWhhcit auch hinsichtlich des Beweises vorzuziehen ist. 

O IMhi Abführungen des Herrn Mehmke möchte ich jedoch folgendes hin- 
»u(\tfc|wt J* imohdem jede Gleitschiene und der Fluchtpunkt F auf derselben 
"»iv» *w\ michicrieuen Seiten der zugehörigen Gleitkante gelegen sind (d. h. je 
umhilum pIiih Möglichkeit der Figuren 6a, c oder 5b, d des Textes zum Ein- 
mMK*u u*\\Uhlt \nt\ ist es vorzuziehen bez. von innen oder von außen her in Bezug 
•ml «W kt nl* durt'h -4, B, F sich mit dem Gelenkpunkt S seiner wahren Lage 
•" uiUmtt \iuiorenfalU muß bei jedem neuen Schritte des Einstelfens der eine 
■iiH »mtllch«! herausgenommen werden, bis man die zugehörige Gleitschiene über 
'' m(l S *M\* hin wog geschoben hat, was sowohl unbequem als auch für das Fest- 
*^\\*\\ \W\ HUW* nicht vorteilhaft ist. Dies ist z. B. gerade bei dem von Herrn 
M< Umk\t n * [\ durch die Figuren angegebenen Beispiele notwendig. 
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Fig. 5». 




Zunächst sind von vornherein hei der Fluchtpunktschiene vier 
Möglichkeiten ihrer Benützung zu beachten. Es kann nämlich jede 
Gleitschiene auf der 
andern Seite der zu- 
gehörigen an A oder 
£ anschlagenden Gleit- 
kante wie der Flucht- 
punkt F gelegen sein 
(Fig. 5a, c) oder auf 
derselben Seite (Fig. 
5 b, d), und außerdem 
kann die Zeichenkante 
vom Gelenk S aus von 
dem gegebenen Flucht- 
punkt ab (Fig. 5a, b) 
oder nach ihm hin 
(Fig. 5 c, d) gewandt 
sein, demgemäß die 
Stifte A, B nahe bei der nach dem Fluchtpunkt F gelegenen Seitenkante 
des Reißbrettes eingesteckt sind oder nahe bei der anderen Seitenkante. 

Hiernach haben 
wir folgende einzelne 
Fragen bei unserm 
Problem nach einander 
zu untersuchen: 

a) Wo sind für 
einen gegebenen Flucht- 
punkt F die Stifte A, 
B am günstigsten 
bei der eineeinen der 
vier Möglichkeiten ein- 
zustechen? 

b) Welche von den 
vier Möglidikeiten ver- 
dientüberhaupt den Vor- 
zug vor den anderen? 

c) Wie ist (nach Entscheidung für eine der vier Möglichkeiten) die 
Fluchtpunktschiene auf gegebene Funkte A, B, F einzustellen? 

Wir wollen nun bei der Beantwortung der ersten Frage zunächst 
die erste Möglichkeit (Fig. 5 a) bevorzugen, um uns an eine bestimmte 
Anschauung anzulehnen. Wir beschränken uns auch, wie noch einmal 



Fig. 5 b. 




Zeitschrift t Mathematik u. Physik. 56. Band. 1908. Heft 2. 
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hervorgehoben sei, bei dieser Untersuchung der Einfachheit halber auf 
den Fall, um den es sieh fast ausschließlich in der angewandten Per- 
spektive handelt, daß der fragliche Fluchtpunkt F auf dem (das Zeichenblatt 
durchschneidenden) Horizont h gelegen sei. Der bequemeren Ausdrucks- 



Flg. 5c. 




Fig. 5<L 




Fig. 6. 



weise wegen sei ferner F auf einer bestimmten, etwa der rechten Seite 
des Horizontes angenommen. Außerdem sei eine Vertikale v nahe der 
rechten Seite des Zeichenbrettes gegeben, über die hinaus nach rechts hin 
die Stifte A+, B if wobei die Indizes verschieden gewählte Lagen der Stifte 

andeuten mögen und 
A { oberhalb, B t unter- 
halb h gelegen sei, 
nicht mehr gesteckt 
werden sollen (Fig. 6). 
Ferner seien mit und 
E { die Schnittpunkte 
des Horizontes mit der 
Vertikalen v und mit 

dem Bogen A i B i des 
Kreises durch A+, B i} F bezeichnet, und es sei OE i =«e iJ OF = f, 
endlich seien die senkrechten Entfernungen der Punkte A {9 B 4 vom 
Horizonte gleich a { , b t gesetzt. 

Die Grenzlagen, die der Gelenkpunkt 8 bei seiner Bewegung auf 

dem Bogen A i B i des Kreises durch A+, B iy F einnehmen kann, fallen 
entweder mit den Punkten A^, B i selbst zusammen, wenn die Länge / 
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jeder Gleitkante größer als die Entfernung A t B { ist, oder aber in zwei 
Punkten Af f B t * des Bogens A 4 B., wenn l kleiner als A { B t ist, wobei 

A^Af =■ Bf B t und AfB* — l ist. (Hierbei sei z. B. im ersten Falle von 
dem darin beruhenden Unterschiede abgesehen, daß bei der wirklichen 
Schiene der Gelenkpunkt S ja nicht völlig bis zu den Punkten A i oder 
B i gelangen kann.) 

2a. Als obere und untere Grenzgeraden o und u bezeichnen 
wir die beiden äußersten Lagen, welche die Zeichenkante der auf F ein- 
gestellten Fluchtpunktsehiene einnehmen kann, wobei also das Gelenk S 
in den Funkt A i bez. A* oder B { bez. B* hineingerückt ist, und als 
Grenzwinkel den Winkel ^p i ^A i FB i bez. A*FB?. 

2b. Der ganze von der Zeichenkante beherrschte Bereich, der Grenz- 
bereich, wird dann in dem einzelnen Falle stets durch die beiden Grenz- 
geraden und den Kreisbogen A i B i bez. A t *B.* begrenzt. 

3. Wir wollen nun von dem Grenzbereich verlangen, daß die zur 
gehörige Strecke e { nicht größer als eine genügend klein vorgegebene Größe 
e* wird. 

4. Dann werden wir von zwei solchen (den sonstigen Bedingungen 1 ) 
nach überhaupt möglichen) Bereichen denjenigen als günstiger bezeichnen, 
für den der Grenzwinkel größer ist oder aber bei gleichem Grenzwinkel 
die Strecke e i kleiner ist, und demgemäß als möglichst günstig den 
(überhaupt möglichen) Bereich, der hiemach günstiger ist als jeder andere 
zulässige. 

III. Beantwortung der ersten Frage: Gunstigstes Einstecken der Stifte. 

Diejenigen Stellen A, B für die Stifte können wir nach dem vor- 
stehenden als am günstigsten gewählt ansehen, für die der Grenzbereich 
möglichst günstig ist. 

Es seien die Punkte A& B für die Stifte irgendwo auf dem Zeichen- 
brett auf verschiedenen Seiten von h gegeben. Die zugehörigen Grenz- 
geraden FA und FB bez. FA^ und FB%, welche stets den rechten 
Rand des Zeichenbretts (bei rechts gelegenem Fluchtpunkte) schneiden, 
mögen die Vertikale v in den Punkten A 19 B t schneiden (Fig. 7; wir 
begnügen uns den einen Fall durch eine Figur zu veranschaulichen, 
wo die Grenzgeraden durch FA und FB gegeben werden). Ersetzt 

1) Ee kann etwa die Lage des einen Stiftes B bestimmt vorgegeben sein, 
§odaß nur noch A zu wählen bleibt. (Es muß auch die Sehne des halben Bogens 

A i B i natürlich stets kleiner als die Länge l jeder Gleitkante sein, damit über- 
haupt die Fluchtpunktsehiene an die Stifte A { , B 4 angelegt werden kann.) 

13* 
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Fig. 7. 




man die Punkte A^ } B durch die Punkte A lf B l7 so ist der Grenz- 
bereich günstiger geworden. Denn die Grenzgeraden sind dieselben ge- 
blieben, aber es ist E t O<^E O oder e i ^e . Um letzteres zu er- 
kennen, lasse man zunächst den Kreis durch FA B Q sich ahnlich von 
F aus verkleinern, bis zuerst einer der Schnittpunkte auf den Grenz- 
geraden nach A l bez. B 1 gelangt ist, etwa der Punkt B bez. UJ nach 
B t und dementsprechend A bez. A* Q nach A iy und lasse darauf den 

Kreis durch F } A^ B t 
sich weiter ändern, in- 
dem A 9 nach A x wan- 
dert, während F und B x 
fest bleiben (Fig.7). Hier- 
bei ist der Schnittpunkt 
E i des Kreises mit dem 
Horizont bestandig nach 
dem Punkt hingewan- 
dert. Es ergibt sich also : 
5. Unter der Annahme eines Fluchtpunktes F auf dem die Zeichen- 
fläche durchschneidenden Horizonte h lassen sich stets für beliebig vor- 
gegebene Lagen A& B Q der Stifte in der angegebenen Weise zwei andere 
Lagen A 1} B x auf der Vertikalen v am Rande der Zeichenfläche angeben, 
die einen günstigeren Grenebereich liefern. 

Wir wollen noch beachten, daß hierbei außerdem für die neue und 
alte Entfernung A 1 B 1 und A^B Q der Stifte gilt: 

Fig. 8. AA^A^, 

bez. auch 

Wir haben demge- 
mäß jetzt nur noch von 
allen Lagen der Stifte 
auf der Vertikalen v die 
günstigste auszusuchen, 
wobei ersichtlich allein 
die an dieBedinguiigAtB^logefatüpftmLagminBetrachtlcommen. Werden 
in der Figur 8 die Punkte A v B x auf der Vertikalen v, wobei JE , 1 = e l <e* 
sei, durch A, B^B t ersetzt, wo a>a x sei 1 ), so wird zwar der Winkel q> { 
des Grenzbereiches größer, zugleich aber ist EO> E^O. Je nachdem 

1) Dieser Fall, wo B von vornherein fest liegt, wird meist vorliegen, z. B. 
dann, wenn etwa B so nahe als möglich an g, doch unterhalb g gewählt wird, 
wobei g unterhalb h liegen möge. 
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daher EO=>e^e* oder > e* ist, ißt also nach den obigen Fest- 
setzungen (3) und (4) der neue Grenzbereich zulässig und dann günstiger 
als der alte oder unzulässig. Bezeichnen wir noch mit l die größte 
in der Hinsicht überhaupt zulässige Entfernung AB auf der Vertikalen v, 
daß jene etwas kleiner als die Länge l der Gleitkanten und als der 
Abstand des Punktes B von der oberen Kante des Reißbrettes ist, so 
ergibt sich hiernach: 

6. Bei unveränderter Lage des Punktes B auf der Vertikalen v ist 
diejenige Lage A auf v die günstigste , für die AB = 1 ist, falls für 
diese Lage EO<>e* ist, sonst aber diejenige Lage A, für die EO=°e* ist. 

Analytisch drückt sich dieses Resultat einfacher wie folgt aus: 

Es ist 

(la) a = l-b, wenn (2a) f^ ( *^*, 



(lb) o - £f, wenn (2 b) f< <t^L h - ist. — 

Oft wird man nun aber nicht von vornherein den Punkt B auf v 
festlegen, sondern statt dessen lieber das Verhältnis a :b = a : ß geben 
wollen, wo a und ß gegebene (teilerfremde ganze) Zahlen sind. Führt 
man die Winkel 

1> x — <£ AFO und 

ein, so ist: 

a:6«tg^j :tgft; 

durch das Verhältnis a:b — * a: ß wird also das Verhältnis der Teile 
des Grenzbereiches über und unter dem Horizont, ausgedrückt durch 
die Tangensfunktionen der zugehörigen Winkel, angegeben. Sollen diese 
Winkel ti und tp 2 und damit auch a und b einander gleich sein, so 
folgt dem Obigen gemäß, indem man die Größe l jetzt etwas kleiner 
als die Länge l der Gleitschienen und als den doppelten Abstand 
zwischen dem Horizont und der ihm am nächsten liegenden Parallel- 
kante des Reißbrettes wählt: 

7. Diejenigen mm Horizont symmetrischen Lagen A, B der 
beiden Stifte auf der Vertikalen v sind die günstigsten, für die: 

l3a) a = b~± ist, wenn (4a) /^~, 



(3b) a - b =Ve*. f, wenn (4b) f< £ ist. 
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Als Resultat für beliebiges Verhältnis a : ß ergibt sich aber analog: 
Man suche zunächst in der Proportion p:q = a: ß das vierte noch 

unbekannte Glied q bez. p, wenn man p bez. q gleich dem oberen bez. 

unteren der durch h auf der rechten Reißbrettkante abgeschnittenen 

Teile setzt, je nachdem nämlich das Verhältnis dieser Teile ^ ~ bez. 
> £ ist ; und wähle dann die Größe l etwas kleiner als die Länge I ti 

der Gleitkanten und als die Summe p + q. 

8. Diejenigen Lagen A, B der Stifte auf der Vertikalen v, für die 
a : b — a : ß gegeben ist, sind die günstigsten, für die 

(5a) a + b — l oder 



(6a) 



a + ß 



b = ~f ß ' 1 ist, wenn tf*)fe-!^.* f 



dagegen: 

(5b) a > b *= f- e* oder 



(6b) 



a = a • y * t*rtd 

*-'-V=^ wmn wf <<#&•* «■ 



Im ersten Falle ist also stets a + 6 = Z, und man hat diese Größe nur 
im Verhältnis a : ß zu teilen, um a, b selbst zu erhalten; im zweiten 
Falle ist dagegen stets a + 6 < J, und zur Bestimmung von a, b sind 
auch die Größen e* 9 f erforderlich. Doch kommt dieser letzte Fall er- 
sichtlich nut dann in Betracht, wenn f so klein ist, daß 6s genügend 
genau geschätzt werden kann. 1 ) Die obigen Formeln sind daher prak- 
tisch sehr leicht anzuwenden, auch wenn f nicht sogleich als Zahl ge- 
geben ist. Je größer von vornherein e* angenommen werden kann, 
um so größer ist der Bereich für f, der dem ersten Falle zugehört, 
und um so größer sind, falls doch für gegebenes f der zweite Fall vor- 
liegt, a, b und a + b. 

Für die praktische Anwendung genügt folgende sich aus unserer 
Betrachtung ergebende Schlußregel, die zwar unbestimmter, dafür aber 
bequemer und geometrisch anschaulich ist: 

1) Denn , a - x - 'erhalt seinen Maximalwert für — = 1; es ist also die rechte 
' (a + ft 1 ^ ß 

Seite der Ungleichung (7b)<— ^- Zum Beispiel für e*=*10cm, a = 0=l, 
l mm 50 cm gilt als Grenzwert zwischen dem ersten und zweiten Falle f = 62,6 cm. 
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9. Man nehme ungefähr auf einer Vertikalen v, die nahe an der 
dem Fluchtpunkt F zugewandten Seitenkante des Beißbretts liegt, zu beiden 
Seiten des (durch F gehenden) Horizontes h zwei Punkte A, B auf dem 
Beißbrett so an, daß ihre Abstände von dem Horizont ungefähr die ge- 
wünschten Teile des Grenzwinkels AFB Ober und unter dem Horizont 
bedingen, daß femer ihre Entfernung voneinander Meiner als die Länge 
der Gleitkanten f im übrigen aber so groß als möglich ist. Man denke 
dann durch F und diese Punkte A, B einen Kreis gelegt, der den Hori- 
zont nach Schätzung ungefähr in einem Punkte E schneiden möge. Wenn 
dann dieser Punkt E nicht zu weit in die Zeichenfläche hineinragt, so 
kann man die Punkte A, B als Stellen für die Stifte der Fluchtpunkt- 
schiene wählen. Im anderen Falle sind die Punkte noch so weit dem 
Horizont zu nähern, bis der entsprechende Schnittpunkt E hinreichend 
nahe an v herangerückt ist. 

IV. Beantwortung der zweiten Frage: Entscheidung zwischen den vier 

Möglichkeiten. 
Wir wenden ungern Blick nun zu den vier Möglichkeiten zurück, 
die auf S. 193 angegeben sind. Unserer bisherigen Betrachtung hatten 
wir die Möglichkeit der Fig. 5a zugrunde gelegt; doch lassen sich 
unsere Definitionen und Resultate unmittelbar auch auf die anderen 
Möglichkeiten übertragen. Man überzeugt sich jetzt aber leicht, daß 
die drei andern Möglichkeiten 
der ersten wesentlich nach- 
stehen, die Möglichkeit der 
Fig. 5 b deswegen, weil sie 
kein so gutes Aufliegen der 
Gleitschienen auf dem Zeichen- 
brett ergibt, wenn die Stifte 
dicht am Rande eingesteckt 
sind, — die Möglichkeiten der 
Figuren 5c und od einmal 
deswegen, weil die untere 
Gleitschiene in den vor dem 
Reißbrett liegenden Raum in 
störender Weise hineinragt, sodann weil bei jeder Wahl der Punkte 
A } B auf der linken Seite des Reißbrettes (bei rechts gelegenem 
Fluchtpunkt F) sich im allgemeinen zwei solche Stellen A x , B x auf 
einer Vertikalen v nahe der rechten Reißbrettkante angeben lassen, 
daß die Möglichkeit der Fig. 5 a für die Stifte an diesen neuen 
Stellen einen infolge eines größeren Grenzwinkels „günstigeren" Grenz- 



Fig. 9. 
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bereicb (vgl die Definitionen 8, 195) ergibt (Fig. 9). Denn em „gleic 
günstiger" Grenzbereich, wie bei der ursprünglichen Lage der Stifte, 
wird schon erreicht , wenn man die Schnittpunkte A Uf B der Gre; 
geraden FA und FB (bez. FÄ* und FB*) mit der Vertikalen D ■ 
neue Stellen für die Stifte bei der ersten Möglichkeit wählt und e n ^ 
ist* wobei dann A 9 B 9 <iAB ist Nur für den Fall, daß der Abstui 
E^Ö = e > e* wäre (Fig. 9), könnte die dritte oder vierte Möglich k 
etwa als der ersten vorzuziehen in Frage kommen. Doch dürfte cjl 
solcher Fall praktisch so gut wie ausgeschlossen sein, 1 ) 

Ana diesen Gründen können wir als Resultat aussprechen: 
10. Von den oben angeführten vier Möglichkeiten ist die bei hns&^_ 
bisherigen Betrachtung bereits bevorzugte erste Möglichkeit die beste ^ 
allen, so daß es einen Vorteil sehom der leichteren Übersichtlichkeit m 7 «^^^' 
bedeutet, überhaupt auf sie sich zu beschränken 




V. Beantwortung der dritten Frage; Einfachstes Einstellen der Flncim 

pnnktsehiene. 

Nachdem wir uns für die er$U Möglichkeit entschieden und die Rec 
für die Wahl der Stifte Ä< B aufgestellt haben, gehen wir nun dazu üb 
eine neue einfache, auf einem exakten Grenzübergang beruhende Methö\ 
für das Einstellen der Fluchtjmnktsckiene auf die gegebenen Punkte F y A f 
zu entwickeln, *) Bei dieser Methode brauchten übrigens die Stifte -4, 
wie wir vorweg bemerken wollen, nicht notwendig auf der Vertikal 
v gelegen zu sein; doch wollen wir zunächst voraussetzen, daB von d 
Stiften A f B stets einer oberhalb, der andere unterhalb des von d 
Geraden g f h auf dem Zeichenblatt begrenzten Streifens eingesteckt sei 
(vgl anderenfalls S. 203, Zusatz 2). 

Der Kreis durch F, A f B r wo F beispielsweise wieder rechte 
legen sei, bestimmt auf dem Horizont die gesuchte Lage E des Gele 








punktes, wenn die Zeichenkante mit dem Horizont zusammenfallt* M^; 
lege die Zeichenkante nun an den Horizont so an, daß der Gelenkpmrr» I%r 
etwa an der Stelle liegt, wo man den Punkt E nach ungefährer Schätzca^ng 
annimmt, schlage bei gelöstem Gelenk die beiden Gleitschienen an die 
Stifte A) B an und stelle das Gelenk fest. Um diese Lage der Fluolitf- 
punktsebiene zugleich festzulegen, übertrage man eine Marke, die a/j 



1) Meine spater (3. 207) beschriebene neue Konstruktion der Fluchtpunkt 
schiene läßt übrigens nur die drei Möglichkeiten der Figuren 5a, b, c zu, doch 
undere Konstruktionen gestatten auch noch die Möglichkeit der Fig, Öd, 

3) Diese Methode knüpft an einen Gedanken von Streckfuß an, bei dem 
Prohieren die Rede ist. 



Von Friedrich Schillikq* 
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a fji kleiner Strich auf der Zeichenkante angebracht sei* auf den Hori- 
ont bei der soeben eingestellten Lage. Darauf verschiebe man die 
'Itjclitpunktschiene tauge der Stifte nach der Geraden g zu und sehe 
a oh hierbei die an der Zeichenkante zu ziehenden Linien nach einem 
ili&T oder weiter als F gelegenen Fluchtpunkt I\ konvergieren. (Fig. 10k 
2H besten verschiebt man die Fluchtpunkt schiene so weit, bis die 
^iobenkante zu g parallel geworden ist; denn dann kann man selbst 
ix& kleine Abweichung von der Lage des Fluchtpunktes genau erkennen. 
an gehe nun mit der Zeichenkante zum Horizont zurück und verschiebe 
& Toei gelöstem Gelenk, je nachdem man F t näher oder weiter als F ge- 
ud«n hat ? nach rechts oder links, d* h. nach F zu oder von ihm ab, um 
ol t>eliehige$ Stück. Dann schlage man wieder die Gleitkanten an die Stifte 
i, stelle das Gelenk fest, markiere die neue Lage der Marke auf dem Hori- 
■nt durch einen FJg lü 

r e i ten Str i ch u n d 
üfe wieder die 
>«.« Lage F* 
s Fluchtpunktes. 
a-Än kann zweck* 
^ Big noch an 
»^x. auf dem Hori- 
'*xt angebrachten 
^*Hchen jedesmal 
*^»en nach rechts 
^^r links weisenden Zeiger hinzufügen, je nachdem F rechts oder links 
^*:n F t liegt. Bekommt der zweite Strich schon einen Zeiger, der nach 
öt andern Seite als der des ersten Striches gekehrt ietj so gibt die 
^trecke zwischen den Strichen bereits ein Intervall an 7 in dem die ge- 
dachte wahre Lage der Marke liegen muß, Ist aber der Zeiger des 
>iveiten Striches noch nach derselben Seite wie bei dem ersten gerichtet, 
*D gibt dies an, daß man nochmals in derselben Richtung die Zeichen- 
ELsnte am Horizont weiter zu rücken hat wie soeben. Jedenfalls erhält 
*ian so sehr bald zwei (benachbarte) Striche auf dem Horizont mit 
^egen einander gekehrten Zeigern. Dann wähle man etwa in der Mitte 
Llirea Intervalles bei dem nächsten Schritt die neue Lage der Marke, 
rüe hierauf die eine oder andere Hälfte des Intervalles als das neue 
*-ichtige Intervall bestimmt (Ich will nicht weiter ausführen, wie man 
«las letzterhaltene Intervall eventuell sogleich günstiger in zwei Teile 
verlegen kann.) So fortfahrend, wird man sehr bald, da ja das Inter- 
vall bei jedem neuen Schritt auf die Hälfte reduziert wird, der 
wahren Lage der Marke so nahe gerückt sein, daß die Zeichenkante 
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bereich (vgl. die Definitionen S. 195) ergibt (Fig. 9). Denn ein ? ,gleicb^ :: _^^ 
günstiger" Grenzbereich, wie bei der ursprünglichen Lage der Stift^^ 
wird schon erreicht^ wenn man die Schnittpunkte A 0J B Q der GreuE ^^ 
geraden FA und FB (bez, FA* und FB*) mit der Vertikalen i? aL^- 
neue Stellen für die Stifte bei der ersten Möglichkeit wählt und e n <j 
ist, wobei dann A 9 B 9 <iAB ist Nur flir den Fall, daß der Ab*ta: 



KO 



*•>** 




wäre (Fig. 9), konnte die dritte oder vierte MogJichk^^^^ 



etwa als der ersten vorzuziehen in Frage kommen. Doch dürfte 
solcher Fall praktisch, so gut wie ausgeschlossen sein. 1 ) 

Aus diesen Gründen können wir als Resultat auesprechen: 
10. Von den oben angeführten vier Möglichkeiten ist die hm utt$&^-, 
bisherigen Betrachtung bereits bevorzugte erste Möglichkeit die beste 
allen, so daß es einen Vorteil schon der leichteren Übersichtlichkeit *re^ e 
bedeutet, überhaupt auf sie sich sn beschränken. 



* 



V, Beantwortung der dritten Frage: Einfachstes Einstellen der Flucim 

punktschiene. 

Nachdem wir uns für die erste Möglichkeit entschieden und die Reg^ 
für die Wahl der Stifte A, B aufgestellt haben, gehen wir nun dazu üb 
eine neue einfache, auf einem exakten Grenzübergang beruhende Mctho< 
für das Einstellen der Ftuchtpunktschiene auf die gegebenen Punkte F f A, 
zu entwickeln, s ) Bei dieser Methode brauchten übrigens die Stifte A f 
wie wir vorweg bemerken wollen, nicht no Wendig auf der Vertikal 
v gelegen zu sein; doch wollen wir zunächst voraussetzen, daß von d 
Stiften A ? B stets einer oberhalb t der andere unterhalb des von d 
Geraden g } h auf dem Zeichenblatt begrenzten Streifens eingesteckt sei 
(vgl anderenfalls S. 208, Zusatz 2). 

Der Kreis durch i\ A, B t wo F beispielsweise wieder rechts p^^^^ 
legen sei ? bestimmt auf dem Horizont die gesuchte Lage E des GeleK^m. fc. 
punkte^ wenn die Zeichenkante mit dem Horizont zusammenfällt- JÄTäu 
lege die Zeichenkante nun an den Horizont so an ? daß der Gelenkpiotm Ja 
etwa an der Stelle liegt, wo man den Punkt E nach ungefährer Schätzmoüfr 
annimmt, schlage bei gelöstem Gelenk die beiden Gieitschieneu an d/e 
Stifte A 9 B an und stelle das Gelenk fest. Um diese Lage der FlucÜ- 
punktschiene zugleich festzulegen , übertrage man eine Marke, die a/s 



1 




1) Meine später (S. 207) beschriebene neue Konstruktion der Fluchtpunkt 
schiene läßt übrigens nur die drei Möglichkeiten der Figuren 6 a. b, c au t doch 
andere Eonntrukt Jonen gestatten auch noch die Möglichkeit der Fig. 6d. 

2) Diese Methode knüpft an einen Gedanken von Stre< kfuö an, bei 4em 
indes nur von Probieren die Rede ist. 



Von Friedrich Schilling. 
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Fig< Ufc 



kleiner Strich auf der Zeichenkante angebracht sei, auf den Hori- 
[jt bei der soeben eingestellten Lage. Darauf verschiebe man die 
a eilt p unk tsehiene längs der Stifte nach der Geraden g zu und sehe 

ob hierbei die an der Zeichenkante zu ziehenden Linien nach einem 
} er oder weiter als F gelegenen Fluchtpunkt F 1 konvergieren, (Fig. 10). 
x besten verschiebt man die Fluchtpunktschiene so weit, bis die 
< • i li-nkiinte zu ff parallel geworden ist; denn dann kann man selbst 
c- kleine Abweichung von der Lage des Fluchtpunktes genau erkennen. 
xx gebe nun mit der Zeichenkante zum Horizont zurück und verschiebe 

t* ei gelöstem Gelenk, je nachdem man F x näher oder weiter als F ge- 
.d«n hat, nach rechte oder links, d. h. nach F zu oder von ihm ab, um 

f>diebiff€$ Stück. Dann schlage man wieder die Gleitkanten an die Stifte 

stelle das Gelenk fest, markiere die neue Lage der Marke auf dem Hori- 
it durch einen 
^iten Strich und 
ife wieder die 
x « Lage F t 

Fluchtpunktes. 
-xzi kann zweck- 

Big noch an 
im. auf dem Hori- 
zxi angebrachten 
Erichen jedesmal 
x en nach rechts 

^r links weisenden Zeiger hinzufügen, je nachdem F rechts oder links 
»ti F t liegt. Bekommt der zweite Strich schon einen Zeiger, der nach 
KS andern Seite als der des ersten Striches gekehrt ist, so gibt die 
-recke zwischen den Strichen bereits ein Intervall an, in dem die ge- 
ichte wahre Lage der Marke liegen muß. ist aber der Zeiger des 
veiten Striches noch nach derselben Seite wie bei dem ersten gerichtet, 
> gibt dies an, daß man nochmals in derselben Richtung die Zeichen- 
ante am Horizont weiter zu rucken hat wie soeben. Jedenfalls erhält 
tan so sehr bald zwei (benachbarte) Striche auf dem Horizont mit 
?gen einander gekehrten Zeigern. Dann wähle man etwa in der Mitte 
Lres Intervalles hei dem nächsten Schritt die neue Lage der Marke, 
ie hierauf die eine oder andere Hälfte des Intervalles als das neue 
chtige Intervall bestimmt, (Ich will nicht weiter ausführen, wie man 
as letzterhaltene Intervall eventuell sogleich günstiger in zwei Teile 
Kriegen kann.) So fortfahrend, wird man sehr bald, da ja das Inter- 
all bei jedem neuen Schritt auf die Hälfte reduziert wird, der 
rahren Lage der Marke so nahe gerückt sein, daß die Zeichenkante 
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bereich (vgl die Definitionen S. 195) ergibt (Fig. 9), Denn ein „gleich 
günstiger' 4 Grenzbereich , wie bei der ursprünglichen Lage der Stifte 
wird schon erreicht, wenn man die Schnittpunkte A üf B Q der Grenz- 
geraden FA und FB (besL FA* und FB*) mit der Vertikalen D a! 
neue Stelleu für die Stifte bei der ersten Möglichkeit wählt und e rt <[ r* 
ist, wobei dann A Q B Q <i AB ist. Nur für den Fall r daß der Abstaut 
E Q = f > e* wäre (Fig. 9), konnte die dritte oder vierte Mögüchke 1 
etwa ab der ersten vorzuziehen in Frage kommen» Doch 
solcher Fall praktisch so gut wie ausgeschlossen sein. 1 } 

Aue diesen Gründen können wir als Resultat aussprechen: 
10. Von den eben angeführten vier Möglichkeiten ist die bei u\ 
bislwrigm Betracfttitng bereits bevorzugte erste Möglichkeit die beste *^>^^ 
allen r so daß es einen Vorteil schon der leichteren Übersichtlichkeit ^e^^ 
bedeutet? überhaupt auf sie sich zu h<srhr<otken> 




dürfte e^ 



V. Beantwortung der dritten Frage: Einfachstes Einstellen der Flucht, 

punktschiene, 

Nachdem wir uns für die erste Möglichkeit entschieden und die R^j^-,^} 
für die Wahl der Stifte A, B aufgestellt haben, gehen wir nun dazu Üb*^ k 
eine neue einfache, auf einem exakten Grenzübergang beruhende Meth*. 
für das Finstrflen der Fiuchtjmnktechiene auf die gegebenen Punkte F f Ä t 
zu entwickeln.^ Bei dieser Methode brauchten übrigens die Stifte A t . 
wie wir vorweg bemerken wollen , nicht notwendig auf der Vertikal* 
v gelegen zu sein; doch wollen wir zunächst voraussetzen, daß von da 
Stiften A f B stets einer oberhalb, der andere unterhalb des von de 
Geraden y, h auf dem Zeichenblatt begrenzten Streifens eingesteckt seie 
(vgl. anderenfalls S, 203, Zusatz 2). 

Der Kreis durch F f A, B t wo F beispielsweise wieder rechts 
legen sei, bestimmt auf dem Horizont die gesuchte Lage E des GeleE 
punktes, wenn die Zeichenkante mit dem Horizont zusammenfallt. Ms 
lege die Zeichenkante nun an den Horizont so an, daß der Gelenkpimaa*. ~^tt 
etwa an der Stelle liegt, wo man den Punkt E nach ungefährer Schätzu^^CM^ 
annimmt, schlage bei gelöstem Gelenk die beiden Gleitschienen an <i;> 
Stifte A f B an und stelle das Gelenk fest. Um diese Lage der FhaeliAV 
punktschiene zugleich festzulegen, übertrage man eine Marke, die uls 




i) Meine später (S. 207) beschriebene neue Konstruktion der FlueütpLuifrf- 
schiene läßt übrigens nur die drei Möglichkeiten der Figuren 5a, b, c zu, doch 
andere Konstruktionen gestatten auch noch die Möglichkeit der Fig. Bd. 

2) Diese Methode knüpft an einen Gedanken ?on Streckfuß an, bei dem 
Probieren die Hede int. 



Von Friedrich Schilling. 
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ein Heiner Strich auf der Zeichenkarate angebracht Bei, auf den Hori- 
zont hei der soeben eingestellten Lage. Darauf verschiebe man die 
jriuchtpunktschiene längs der Stifte nach der Geraden g zu und sehe 
zu ob hierbei die an der Zeichenkante zu ziehenden Linien nach einem 
näb©r oder weiter als F gelegenen Fluchtpunkt jp\ konvergieren. (Fig, 10 V 
^jn besten verschiebt man die Fluchtpunktschiene so weit, bis die 
Zeiche kante zu ij parallel geworden ist; denn dann kann man selbst 
eine feieine Abweichung von der Lage des Fluchtpunktes genau erkennen. 
Man gehe nun mit der Zeichenkante zum Horizont zurück und verschiebe 
sie t»©i gelöstem Gelenk, je nachdem man F x näher oder weiter als F ge- 
fimcleii hat, nach rechts oder links, d. h, nach F zu oder von ihm ab, um 
ein beliebiges Stück. Dann schlage man wieder die Gleitkanten an die Stifte 
arij efceile das Gelenk fest, markiere die neue Lage der Marke auf dem Hori- 
zont durch einen 
zw eii£H Strich und 
prüf« wieder die 
neue Lage JF S 

E J ^ss 15 luchtp un k te s . 
an kann zweck- 
Üßig noch an 
d en auf dem Hori- 
o:n/fc angebrachten 
i^K-i«hen jedesmal 
i Q «n nach rechts 
ixI^-t links weisenden Zeiger hinzufügen, je nachdem F rechts oder links 
c*^m F t liegt. Bekommt der zweite Strich schon einen Zeiger, der nach 



Fig. Itt. 
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andern Seite als der des ersten Striches gekehrt ist, so gibt die 
3^ »^ecke zwischen den Strichen bereits ein Intervall an> in dem die ge- 
übte wahre Lage der Marke liegen muß. Ist aber der Zeiger des 
ei ten Striches noch nach derselben Seite wie bei dem ersten gerichtet, 
gibt dies an, daß man nochmals in derselben Richtung die Zeichen- 
*^^jite am Horizont weiter zu rücken hat wie soeben. Jedenfalls erhält 
^*^Än so sehr bald zwei (benachbarte) Striche auf dem Horizont mit 
£^^gen einander gekehrten Zeigern. Dann wähle man etwa in der Mitte 
1 Wres Intervalles bei dem nächsten Schritt die neue Lage der Marke» 
*iie hierauf die eine oder andere Hälfte des Intervalles als das neue 
nichtige Intervall bestimmt, (Ich will nicht weiter ausführen, wie man 
«"las letzterhaltene Intervall eventuell sogleich günstiger in zwei Teile 
Verlegen kann.) So fortfahrend, wird man sehr bald, da ja das Inter* 
vall bei jedem neuen Schritt auf die Hälfte reduziert wird, der 
wahren Lage der Marke so nahe gerückt sein, daß die Zeichenkante 
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bereich (vgl. die Definitionen S. 195) ergibt (Fig. 9). Denn ein „gle/^^H. 
günstiger" Greuxbereich, wie bei der ursprünglichen Lage der Stifr^^^ 
wird schon erreicht, wenn man die Schnittpunkte A QJ B n der Gretm_ 
geraden FÄ und FB (bez. FA* und FB*) mit der Vertikalen v 
neue Stellen für die Stifte bei der ersten Möglichkeit wählt und e^ ^ < 
i«t ? wobei dann A Q B Q <iAB isi Nur für den Fall, daß der Absfc 
JS Q — e ü > e* wäre (Fig. 9), könnte die dritte oder vierte Möglichke 
etwa als der ersten vorzuziehen in Frage kommen. Doch dürfte e 
solcher Fall praktisch so gut wie ausgeschlossen sein. 1 ) 

Ana diesen Gründen können wir als Resultat aussprechen: 
10. Von den oben angeführten vier Möglichkeiten ist die hei uti 
bisherigen Betrachtung bereits bevorzugte erste Möglichkeit die l 
ftl!en t so daß es einen Vorteil schon der leichteren Übersichtlichkeit wt 
bedeutet, überhaupt auf sie sich zu beschränken* 




V. Beantwortung der dritten Frage: Einfachstes Einstellen der Flucs 

punktschiene. 

Nachdem wir uns für die erste Möglichkeit entschieden und die R 
für die Wahl der Stifte A f B aufgestellt haben, gehen wir nun dazu Üb 
eine neue einfache, auf einem exakten Grenzübergang beruhende Mrfh 
für das Einstellen der Flucht) nmktschiene auf die gegebenen Funkte F r A, 
zu entwickeln. 8 ) Bei dieser Methode brauchten übrigens die Stifte A, 
wie wir vorweg bemerken wollen, nicht notwendig auf der Vertikal 
v gelegen zu Bein; doch wollen wir zunächst voraussetzen, daß von d 
Stiften A r B stets einer oberhalb, der andere unterhalb des von d 
Geraden g, h auf dem Zeichenblatt begrenzten Streifens eingesteckt sei 
(vgl. anderenfalls S. 203, Zusatz 2). 

Der Kreis durch F, A t B t wo F beispielsweise wieder rechts ge- 
legen sei, bestimmt auf dem Horizont die gesuchte Lage E des Gelen 
ptinktes, wenn die Zeichenkante mit dem Horizont zusammen fällt. Mi 
lege die Zeichenkante nun an den Horizout ao an, daß der Getenkp 
etwa an der Stelle liegt, wo man den Punkt E nach ungefährer Sc hat zur 
annimmt, schlage bei gelöstem Gelenk die beiden Gleitschienen an 
Stifte A f B an und stelle das Gelenk fest. Um diese Lage der Flue 
punktschiene zugleich festzulegen, übertrage man eine Marke, die 

1} Meine später (3. 207) beschriebene neue Konstruktion der Fluchtpu^^^Ä*^ 
schiene läßt übrigens nur die drei Möglichkeiten der Figuren 6 a, b, c zu, dor// 
andere Konstruktionen gestatten nuch noch die Möglichkeit der Fig. 5d. 

2) Dieae Methode knüpft an einen Gedanken von Streck fuÄ an, bei d*?^ 
indea nur von Probieren die Rede ist. 
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Fig. 10. 



ein kleiner Strich auf der Zeichenkante angebracht sei, auf den Hori- 
zont bei der soeben eingestellten Lage. Darauf verschiebe man die 
Fluchtpunktschiene längs der Stifte nach der Geraden g zu und sehe 
zu, ob hierbei die an der Zeichenkante zu ziehenden Linien nach einem 
näher oder weiter als F gelegenen Fluchtpunkt F x konvergieren. (Fig. 10). 
Am besten verschiebt man die Fluchtpunktschiene so weit, bis die 
Zeichenkante zu g parallel geworden ist; denn dann kann man selbst 
eine kleine Abweichung von der Lage des Fluchtpunktes genau erkennen. 
Man gehe nun mit der Zeichenkante zum Horizont zurück und verschiebe 
sie bei gelöstem Gelenk, je nachdem man F x näher oder weiter als F ge- 
funden hat, nach rechts oder links, d. h. nach F zu oder von ihm ab, um 
ein beliebiges Stück. Dann schlage man wieder die Gleitkanten an die Stifte 
an, stelle das Gelenk fest, markiere die neue Lage der Marke auf dem Hori- 
zont durch einen 
zweiten Strich und 
prüfe wieder die 
neue Lage F 2 
des Fluchtpunktes. 
Man kann zweck- 
mäßig noch an 
den auf dem Hori- 
zont angebrachten 
Strichen jedesmal 
einen nach rechts 

oder links weisenden Zeiger hinzufügen, je nachdem F rechts oder links 
von F t liegt Bekommt der zweite Strich schon einen Zeiger, der nach 
der andern Seite als der des ersten Striches gekehrt ist, so gibt die 
Strecke zwischen den Strichen bereits ein Intervall an, in dem die ge- 
suchte wahre Lage der Marke liegen muß. Ist aber der Zeiger des 
zweiten Striches noch nach derselben Seite wie bei dem ersten gerichtet, 
so gibt dies an, daß man nochmals in derselben Richtung die Zeichen- 
kante am Horizont weiter zu rücken hat wie soeben. Jedenfalls erhält 
man so sehr bald zwei (benachbarte) Striche auf dem Horizont mit 
gegen einander gekehrten Zeigern. Dann wähle man etwa in der Mitte 
ihres Intervalles bei dem nächsten Schritt die neue Lage der Marke, 
die hierauf die eine oder andere Hälfte des Intervalles als das neue 
richtige Intervall bestimmt. (Ich will nicht weiter ausführen, wie man 
das letzterhaltene Intervall eventuell sogleich günstiger in zwei Teile 
zerlegen kann.) So fortfahrend, wird man sehr bald, da ja das Inter- 
vall bei jedem neuen Schritt auf die Hälfte reduziert wird, der 
wahren Lage der Marke so nahe gerückt sein, daß die Zeichenkante 
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mit genügender Genauigkeit auch mit der Geraden g bei der ent- 
sprechenden Verschiebung der Fluchtpunktschiene sich deckt. Der Be- 
weis für die Richtigkeit dieser sehr anschaulichen Methode ist so ein- 
fach, daß ich kein Wort darüber zu verlieren brauche. Außer der 
großen Anschaulichkeit dieser Methode und der Einfachheit dieses Be- 
weises möchte ich jedoch noch folgende Vorteile hervorheben, besonders 
im Vergleich zu dem von Herrn Mehmke a. a. 0. gegebenen Grenz- 
übergang: 

Hat sich die Fluchtpunktschiene während oder nach dem Ein- 
stellen irgendwie verstellt, so kann sie sofort wieder in die letzte Lage 
mit Hilfe des letzten Striches eingestellt werden, wie ja überhaupt die 
Striche die einzelnen Schritte des Einstellens gewissermaßen registrieren. 
Bei jedem nächsten Schritt werden sogleich beide Gleitschienen korri- 
giert, während bei der Methode des Herrn Mehmke hierzu zwei ein- 
zelne Schritte nötig sind. Bei jedem Schritte des Einstellens hat man 
bei gelöstem Gelenk nur die Zeichenschiene festzuhalten, nicht gleich- 
zeitig die Zeichenschiene und eine Gleitschiene wie bei der Methode 
des Herrn Mehmke. Der Grenzübergang zur richtigen Lage des Gelenk- 
punktes oder der Marke auf dem Horizont findet von beiden Seiten 
statt, so daß man an der Kleinheit des letzten Intervalles der Striche 
sofort die erreichte Genauigkeit abschätzen kann. 

Zusatz 1. Man kann noch folgendermaßen, wenn man will, das 
Verfahren des Einstellens abkürzen: Man merke mit dem Bleistift die 
Stellen A*> B* an, wo man ungefähr die Stifte einstecken will, und 
stelle nach der im Text beschriebenen Methode die Fluchtpunktschiene 
ungefähr auf diese Punkte ein, wozu einige wenige Schritte, meist 
schon zwei, genügen, so daß man also den Grenzübergang nicht sehr 
weit fortführt. Hat man dann die Zeichenkante an den Horizont dem 
letzten Markenstrich entsprechend angelegt, so ziehe man an den Gleit- 
kanten mit dem Bleistift die beiden Geraden, die ja durch die ange- 
merkten Stellen A*, B* gehen, lege darauf die Zeichenkante (ohne das 
Gelenk zu lösen) an die Gerade g an und zwar so, daß die Gleitkanten 
jetzt angenähert durch die Stellen A*, B* gehen. Die an den Gleit- 
kanten gezogenen neuen Geraden schneiden dann bez. die früher ge- 
zogenen in der Nähe an Ä*, B* in zwei Punkten A, B, in die man 
dann die Stifte einsetzt. Man ist sicher, daß für diese Stifte die letzte 
Einstellung der Fluchtpunktschiene absolut genau ist (vgl. die Anm. S. 204). 

Da die Geradenpaare, welche sich in A, B schneiden, sich unter 
demselben Winkel schneiden, wie die Geraden g, h, so sind hiernach 
die Punkte A, B praktisch mit derselben Genauigkeit wie der Flucht- 
punkt F selbst bestimmt. Näher wollen wir indes auf diese abge- 
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änderte Methode nicht eingehen, nur noch folgendes bemerken: Es läßt 
sich mit aller Strenge zeigen, daß die Punkte A, B bei hinreichend weit 
geführtem Grenzübergang auch „beliebig nahe" den Punkten A*, B* 
liegen. 

Zusatz 2. Praktisch wird es oft erwünscht sein, wenn z. B. g unter- 
halb h gelegen ist, den unteren Stift zurischen die Geraden g, h (vielleicht 
möglichst nahe an A), den oberen möglichst hoch einzustecken. Man 
kann dann zum Einstellen der Fluchtpunktschiene auf so gelegene 
Punkte A, B sich folgender zwei Verfahren bedienen: Erstens kann man 
die Gerade g durch die in Bezug auf h symmetrische Gerade g Y er- 
setzen, wenn letztere unterhalb A verläuft, oder sonst doch durch eine 
Gerade g ot welche die Abstände zwischen g t und h auf irgend zwei 
Parallelen (Vertikalen) proportional schneidet, etwa halbiert. Oder man 
kann zweitens oft einfacher die Punkte A, B durch ihre Spiegelbilder 
A t ,B t sn der Geraden h ersetzen, die dann nur mit dem Bleistift an- 
gegeben zu werden brauchen; man bestimmt dann zunächst durch Ein- 
stellen auf A lf B x (mit Hilfe von g y h) die Lage der Marke auf dem 
Horizont nach der obigen Methode und schlägt, indem man die Zeichen- 
kante demgemäß an den Horizont anlegt, nun die Gleitkanten an die 
jetzt in A, B eingesetzten Stifte an. 

Zusatz 3. Es sei endlich außer dem Horizont h die Entfernung 
des auf ihm befindlichen (rechts gelegenen) Fluchtpunktes F von einem 
Punkte des Horizontes (am rechten Rande) durch eine bestimmte 
Zahl 0F = f angegeben. 1 ) Hat man die Punkte A, B gewählt (am 
besten auf der durch gehenden Vertikalen v oder auch auf einer be- 
liebigen durch gehenden Geraden) und setzt man jetzt AO — a, 
B0 = b 7 so berechnet sich EO =» e (etwa mit dem Rechenschieber) aus 
der einfachen Gleichung: 

(8) — ^ 

oder 

(&) e — — wenn a — b ist. 2 ) 



1) Man kann f auch, um die folgende Methode des Textes zum Einstellen 
anwenden zu können, wenn F durch die Gerade g, h bestimmt ist, »1b : 

y 8 — yi 

berechnen, wo y, , y, die Abstände zwischen den Geraden g, h auf zwei Parallelen 
(etwa der Vertikalen v und einer Parallelen zu ihr) sind, die auf h die Entfernung 
x abschneiden. 

2) Ist A B _j_ h, so ist auch e — a • tg ^ f = b tg ^ und tg ^, = j; tg i/>, — - . 
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Um hiernach die Fluchtpunktechiene einzustellen, sei auf ihrer 
Zeichenkante der Punkt durch einen Strich markiert, dessen Entfernung 
vom Gelenkpunkt aus gleich einer bestimmten Strecke d, etwa gleich 
10 cm, ist. Man trage dann vom Punkt aus die Strecke d + e 
bis D auf dem Horizont ab, lege die Zeichenkante so an den Horizont 
an, daß die Marke in D liegt und schlage die Gleitkanten an die Stifte 
A, B an, worauf man das Gelenk feststellt. 

VI. Einfluß nicht punktförmiger Stifte. 

Wir wollen nun noch unsere Aufmerksamkeit darauf richten, daß 
die Stifte nicht, wie bisher angenommen wurde, punktförmig sind, 
sondern kreisförmigen Querschnitt mit dem Radius q haben, während 
ihre Mittelpunkte an den ausgewählten Stellen A, B liegen. Man kann 
jeden Fehler, der etwa hieraus fließen konnte, von vornherein dadurch 
ausschließen, daß die Gleitkanten nicht durch den Mittelpunkt des Ge- 
lenkes gehen, sondern von ihm die Entfernung q haben. Diese Einrich- 
tung ist zuerst von Herrn Mehmke bei der von ihm konstruierten 
Fluchtpunktschiene (für q *= 5 mm) getroffen, und auch wir werden sie 
bei unserer im nächsten Abschnitt beschriebenen neuen Konstruktion 
der Fluchtpunktschiene anwenden. 1 ) 

Um in diese Frage bessere Einsicht zu gewinnen, wollen wir jedoch 
die Benutzung einer Fluchtpunktschiene mit drei durch die Gelenkmitte 

selbst gehenden Kanten, wie 
es die älteren Konstruktionen 
zeigen, bei kreisförmigen Stif- 
ten einmal näher betrachten 
Wir denken zunächst 
für die Punkte A, B und 
einen Fluchtpunkt F die 
ihnen entsprechenden Lagen 
SA, SB, ST der drei Kan- 
ten gegen einander kon- 
struiert und parallel zu ihnen 
die drei Kanten S 1 A l , S^, 
S, T x der wirklichen Flucht- 
punktschiene so gezogen, daß die Kantenpaare SA, S l A 1 und SB, S^ 
je den Abstand q haben. (Fig. 11.) Da die konstante Strecke S^^Ql 

1) Bei der im Zusatz 1 des vorigen Abschnittes (S. 202) beschriebenen abge- 
änderten Methode hat man die Stifte dann nicht in den Schnittpunkten der ge- 
sogenen Geradenpaare selbst einzustecken, sondern in den richtigen Winkel- 
räumen so daneben, daß jedes Geradenpaar seinen Stift berührt. 



Pig. 11. 
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mit ihrer Verlängerung stets durch einen Punkt U des Kreises durch 
A, B, F geht, so folgt sogleich der Satz: 

11. Während der Gelenkpunkt S der gedachten Schiene den Kreis- 
bogen AB beschreibt, bewegt sich der Gelenkpunkt S t der wirkliehen Schiene, 
die wir mit jeher starr verbunden denken können, auf dem Bogen einer 
Pascalschen Kurve 1 ) mit dem Doppelpunkt U. 

Wenn & lf # a die Winkel der Gleitkanten mit der verlängerten 
Zeichenkante bedeuten und q die (positive) Entfernung der Zeichen- 
kanten der gedachten und der wirklichen Schiene (Fig. 11), so gilt, da 
S x S den Winkel der Gleitkanten halbiert: 



Qi 



8111 -*— i- - 



und ferner: 






oder: 

(9) Po = ± 9 



ßin _! ■ 

__ 2 

sin *- ' — 



2 

- ± j B • (4 F o - BF ) = const ^ p, 
das heißt: 

12. Die wirkliche Zeichenkante berührt in allen Lagen stets mit ihrer 
Verlängerung einen Kreis vom Badius p um den Fluchtpunkt F der ge- 
dachten Schiene, wo q nicht größer als der Badius der Stifte ist, einen 
Kreis, den wir , ^Flucht punktkreis 11 nennen wollen?) 

13. Der Badius q wird gleich oder die wirkliche Zeichenkante 
gdU stets durch denselben Fluchtpunkt F wie die gedachte Zeichenkante, 

1) Wegen der P aß ca Ischen Kurven vgl. z.B. Gino Loria, Spezielle algebra- 
ische und transzendente Kurven, Leipzig 1902, p. 137. 

2) Die wirkliche Fluchtpunktschiene vermag ja mit ihrem Gelenkpunkt S t nur 
eben kurzen Bogen der Pascalschen Kurve zu beschreiben. Wenn wir aber das 
ihr zugrunde liegende geometrisch idealisierte Gebilde mit unendlich langen 
Gleitkanten annehmen, das mit seinem Gelenk auch ungehindert über die Stifte 
hinweg gleiten kann, so sieht man: Der Gelenkpunkt 8 muß den Kreis doppelt 
durchlaufen, wenn der entsprechende Punkt S t die ganze Pascalsche Kurve be- 
schreiben soll. Dann hat auch die an der Zeichenkante zu ziehende Gerade mit 
allen ihren Lagen den Fluchtpunktkreis gerade einmal umlaufen. Hat S von einer 
Ausgangslage aus seinen Kreis aber erst einmal umlaufen, so ist der Punkt S l in 
die zu seiner Anfangslage in Bezug auf S symmetrische Lage S' l gekommen, so- 
daß auch die von 8 t ausgehenden Gleitkanten die kreisförmigen Stifte nun auf 
der andern Seite von SA und SB berühren. 
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wenn & t == & 2 ist. Dies tritt z. B. dann ein, wenn etwa die Punkte A, B 
symmetrisch m dem durch F gehenden Horizont liegen, allgemein dann, 
wenn AF =* BF ist. 

Ist nun als Schnitt der zwei Geraden g und h der Fluchtpunkt f 
gegeben, so würde die gewünschte Einstellung der Fluchtpunktschiene 
bei gegebener Lage der kreisförmigen Stifte in den Punkten A, B 
erreicht sein, wenn der Kreis mit dem Radius q die Geraden g, h be- 
rührt (Fig. 12). Man überzeugt sich jedoch leicht, daß auch bei Werten 
von q < 0,5 mm in besonders ungünstigen Fällen die nach Satz 12 ein- 
tretende Uligenauigkeit doch die überhaupt mögliche Genauigkeit des 
Zeichnens übersteigen kann. 1 ) Dies genügt allein schon, um die von 
IJerrn Mehmke eingeführte einfache Abänderung der Fluchtpunktschiene 
als wünschenswert zu rechtfertigen. 

Hierzu kommt indes noch die Schwierigkeit beim Einstellen einer 

solchen Fluchtpunktschiene, deren Gleitkante und Zeichenkante durch die 

Fig. ia. Gelenkmitte selbst gehen. Wollte man nämlich 

das oben beschriebene oder auch ein anderes 

genaues Einstellungsverfahren anwenden, so ist 

vor allem zu beachten: Es ist keineswegs ohne 

weiteres bewiesen, daß (bei allgemeiner Lage von 

A, B) unter Umständen nicht etwa verschiedene 

Grenzlagen für die Einstellung auf den durch g, h 

bestimmten Fluchtpunkt F möglich sind 2 ), wenn zu diesen auch einander 

sehr nahe Lagen des Gelenkpunktes S auf dem Horizont gehören würden, 




1) Um dies zu erkennen, genügt es ein Beispiel zu betrachten. Die Abstände 
der Punkte A, B auf einer Vertikalen v von der durch F gehenden Horizontalen 
seien 60 cm und 10 cm, und die Entfernung des Punktes F Q von v sei S cm. 
Daraus folgt q = 0,63 • q, und es ergibt sich für die Geraden g x% g, die oberhalb 
und unterhalb des Horizonts h unter 46° gegen diesen geneigt den Fluchtpunkt- 
kreis berühren, als Entfernung F l F ihrer Schnittpunkte mit h 

F X F= 2q • tg 22,6° = 0,62 • «>. 

Ist dann F durch g und h als wirklicher Fluchtpunkt gegeben, so würde also die 
durch die Zeichenkante der Fluchtpunktschiene gelieferte Gerade g l und die von 
einem ihrer (nicht zu nahe an v gelegenen) Punkte P nach F gehende richtige Gerade 
eine nicht viel kleinere Strecke als F t F auf der Vertikalen v abschneiden, eine 
Differenz zwischen der genauen Lage PF und ihrer Annäherung PF X , die doch 
schon außerhalb der möglichen Genauigkeit des Zeichnens liegt, auch für kleine 
Werte von ?. Denn es ist z. B. für 9 = 0,6 mm, bez. 0,8 mm F x F= 0,26 mm 
bez. = 0,16 mm. 

2) Bei der in der Anm. S. 206 beschriebenen geometrisch idealisierten Flucht- 
punktschiene hat es gar keine Schwierigkeit nachzuweisen, daß für sie in der Tat 
mehr als eine Grenzlage möglich ist. Man braucht ja nur umgekehrt außer h 
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oder daß, wenn der Gelenkpunkt S sich auf dem Horizont stetig nach 
dem Fluchtpunkt zu bewegt, dann auch nach Feststellung des Gelenkes 
bei jeder Lage von S die von der Zeichenkante gelieferten Parallel- 
geraden zu g sich mit ihren (positiven oder negativen) Abständen von 
g stets in demselben Sinne ändern. Alles dies würde aber zu einem 
exakten Beweise der Ausführbarkeit des Grenzüberganges beim Einstellen 
um so mehr zu untersuchen notwendig sein, als in der Tat die Flucht- 
punktschiene bei ihrer genauen Ausführung auch praktisch eine andere 
Einstellung erfordert, wenn man den Gelenkpunkt S auch nur um 
Bruchteile eines Millimeters längs des Horizontes verschiebt. Diese 
eigenartigen Schwierigkeiten, auf die bisher noch nie im einzelnen 
hingewiesen wurde, würden daher die Anwendbarkeit der Fluchtpunkt- 
schiene unnötig kompliziert gestalten. Man geht ihnen daher, wie wir 
schon sagten, aus dem Wege, wenn man die Fluchtpunktschiene so ab- 
ändert, daß die Gleitkanien von der Gelenkmitte S den Abstand p be- 
stem. Dann gehen eben auch die an der Zeichenkante bei bestimmter 
Einstellung gezogenen Geraden stets genau durch denselben Punkt F> 
wie wir noch einmal hervorheben wollen, und das Einstellungsverfahren, 
wie es oben beschrieben wurde, verläuft ohne Schwierigkeiten. 

VII. Beschreibung und Vorteile der neuen Konstruktion der Flucht- 

pnnkt8chiene. 

Die Eigenart der neuen Konstruktion besteht zunächst darin, daß 
die Teile des Gelenkes aus Metall (Messing) bestehen, daher einer Ab- 
nutzung durch den Gebrauch weniger leicht unterliegen als wenn sie, 
wie bei den anderen Fluchtpunktschienen, aus lEJolz gefertigt sind. Im 
einzelnen ist das Gelenk folgendermaßen konstruiert: die eine der Gleit - 
schienen hat an dem Ende des Gelenkes im oberen Drittel ihrer 
Dicke eine metallische Fortsetzung, die andere Gleitschiene im unteren 
und die Zeichenschiene im mittleren Drittel, so daß diese Teile im 
Gelenk vereint wieder die Dicke jeder einzelnen Schiene ergeben. Die 
Gleitschienen liegen dementsprechend vollständig auf dem Zeichenblatt 
auf, und es ist damit eine sichere Führung erreicht und der fehlerhafte 
Einfluß etwa schief eingesetzter Stifte möglichst vermieden. 

Damit die Fluchtpunktschiene nun sowohl für rechts als links ge- 
legene Fluchtpunkte in einfachster Weise einzurichten ist, besitzt der 
Gelenkteil der Zeichenschiene von seinem Ende aus einen etwas 



eine gemeinsame Tangente von zwei Fluchtpnnktkreisen, die bei verschiedener 
Einstellung der Schiene für dieselben Lagen A, B der Stifte und den Horizont h 
sich ergeben, all Gerade g zu w&hlen. 
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schmäleren Einschnitt als die Dicke der Gelenkachse, die übrigens an 
der unteren Gleitschiene festgenietet ist. Es kann dann bei gelockertem 
Gelenk die Zeichenschiene leicht mit der einen oder andern Seite nach 
oben gewandt in das Gelenk eingesteckt werden, jedoch nur dann, wenn 
die die Gelenkachse tragende Gleitschiene zur Fortsetzung der Zeichen- 
schiene parallel gehalten wird, da die Gelenkachse beiderseits parallel 
zu der entsprechenden Gleitkante der Breite des genannten Einschnitts 
gemäß etwas abgefeilt ist. 1 ) Durch diese Einrichtung wird bewirkt, 
daß in jeder andern Lage die Zeichenschiene an der Gelenkachse, auch 
bei gelockertem Gelenk, festsitzt. 

Als Stifte sind Nadeln (z. B. gewöhnliche Stecknadeln) von 0,3 mm 
Radius zu benutzen, die jederzeit leicht neu zu beschaffen sind. Diesem 
Radius entsprechend stehen die Gleitkanten vom Gelenkpunkt S gemäß 
den Bemerkungen des vorigen Abschnittes auch um 0,3 mm ab. 

Es sei endlich noch bemerkt, daß der Gelenkpunkt S durch eine 
kleine Vertiefung auf der Unterseite der unteren Gleitschiene ange- 
geben ist, sodaß man leicht von ihm aus bestimmte Strecken auf der 
Zeichenkante abtragen kann. Es ist übrigens derjenige Punkt der Zeichen- 
kante bereits durch einen Strich markiert, dessen Entfernung vom Gre- 
lenkpunkt genau 10 cm beträgt. 2 ) 
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F. K. Ginzel. Handbuch der mathematischen und technischen Chrono- 
logie. Das Zeitrechnungswesen der Völker. I. Band: Zeitrechnung der 
Babylonier, Ägypter, Mohammedaner, Perser, Inder, Südostasiaten, Chinesen, 
Japaner und Zentralamerikaner. Mit 6 Figuren im Text, chronologischen 
Tafeln und einer Karte. XII u. 584 S. Lex. 8°. Berlin, J. C. Hinrichs, 
1906. Mk. 19.—. 
Seit Idelers klassischem Handbuch der mathematischen und technischen 
Chronologie (Berlin 1825/26), von dem übrigens 1883 ein Facsimile-Neudruck 
(Breslau) veranstaltet wurde, erschien bis jetzt kein zweites gleich umfassendes 
chronologisches Werk, trotzdem sich in den verflossenen 80 Jahren das Material 
gewaltig angehäuft hatte und die Forschung heute nicht mehr, wie zu Idelers 
Zeiten, in erster Linie auf die klassischen Schriftsteller angewiesen ist. Der 

1) Ist die Zeichenschiene herausgenommen, 60 kann sie auch gut als einzelnes 
Lineal benutzt werden. 

2) Ein paar Bemerkungen des Unterzeichneten zum vorstehenden Aufsatz, die 
in diesem Heft keinen Platz finden konnten, sollen im nächsten Heft abgedruckt 
werden. B. Mehkkb. 
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Verf., dem wir schon zahlreiche Abhandlungen kritisch-historischen und astro- 
nomischen Charakters auf dem Gebiete der Chronologie verdanken, sah daher 
von einer ursprünglich ins Auge gefaßten Neubearbeitung des Ideler ab, von 
dem er nur den Titel herübernahm, zumal da gerade der vorliegende I. Band 
des auf drei Bände berechneten Werkes, nur neues Material bringt, neben dem 
die Klassiker lediglich als Ergänzung oder Bestätigung in Frage kommen. 

Die Einleitung erklärt die astronomischen Begriffe der Chronologie. Kurz 
und klar unterrichtet sie über die Bewegungsverhältnisse am Himmel, die in 
die Zeitmessung eingehen und ihre verschiedenen Grundmaße bedingen. Neben 
vielen interessanten geschichtlichen Bemerkungen — so erfährt der Leser, daß 
den Babyloniern die Kenntnis der ungleichen Dauer der Jahreszeiten lange 
Tor Hipparch geläufig war — finden sich kleinere bequeme Spezialtäfelchen, die 
chronologische Untersuchungen gewisser Art rasch erledigen lassen (z. B. wird 
der halbe Tagbogen mit den Argumenten Sonnenlänge und geographische 
Breite tabuliert). Auch über die Behandlung alter überlieferter Finsternisse, 
um deren Klärung sich Herr Ginzel in besonderem Grade bemüht hat, sind 
schon hier wertvolle Andeutungen eingestreut. Den gerade in den letzten 
Jahrzehnten in astronomischer, chronologischer und archäologischer Hinsicht 
entstandenen Hilfsmitteln mußte bei ihrer Vielfältigkeit ein ausführlicher Abschnitt 
gewidmet werden, der den Forscher in den Stand setzt, für jede chronologische 
Aufgabe das geeignete Werkzeug zur Lösung kennen zu lernen. 

Der Hauptteil behandelt die Zeitrechnung einzelner Völker und zwar der 
Reihe nach die Babylonier, Ägypter, Mohammedaner, Perser, Inder, Südost- 
asiaten, Zentralamerikaner, Chinesen und Japaner. Wir können natürlich 
nicht daran denken, den Inhalt dieser Kapitel auch nur zu skizzieren; sie 
sichten einen Stoff, dessen Auffindung bis in die neueste Zeit hineinreicht 
Nur auf eine Tatsache, deren Bedeutung weit über die chronologische im 
engeren Sinne hinausgeht, sei hingewiesen: in dem eigenartigen Kalender der 
Mexikaner trifft man Spuren, die an Einrichtungen asiatischer Zeitrechnungs- 
formen erinnern. Sind diese Anklänge nicht nur zufällig, so würde dies wieder 
ein Argument sein für die Besiedelung Amerikas von Asien her. Damit ge- 
langen wir auf ein Gebiet, dessen Grundlinien noch geschaffen werden müssen, 
znr vergleichenden Chronologie» für die das Ginze Ische Werk ein ebenso reiches 
wie wichtiges Material liefert. Die Zeitelemente und ihre historische Ent- 
wickelung lehren, daß Bastians Völkergedanke auch hier seine Gültigkeit be- 
wahrt; wie dann die verschiedenartige Kultur, die geographische und klima- 
tische Beschaffenheit des Wohnsitzes die Völker bald zur einen, bald zur anderen 
Zeitrechnungsart mit Notwendigkeit treiben mußte, das läßt sich überzeugend 
▼erfolgen. 

Den Schluß des Bandes bilden chronologische und astronomische Tafeln, 
unter denen die örter von 26 Hauptsternen der nördlichen Himmelshalbkugel 
von — 4000 bis + 800 und die Neumonde von — 605 bis — 100 sich als 
besonders nützlich erweisen dürften. 

Straßburg i. E. Wirtz. 
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Raumfachwerke. V.V.G. 84. 96. 

3603. A. Kroitzsch. Neicungsbe- 
stimmung paralleler Diagonalen bei 
Fachwerkspfeilern. Z. ö. I. A. V. 57. 438. 

3604. JE. Bender. Das statisch be- 
stimmte mehrteilige Netzwerk Mehrtens' 
scher Bauart. C.B.B. 25. 426. 

3605. Auric. Note sur Je calcul d'une 
voüte en maconnerie. A.P.Ch. (8) 20. 
282. 

$606. J. ScJireier. Zur statischen 
Untersuchung von flachen Gewölben. 
Z.Ö.l.A.V. 67. 2. 

3607. J. Schreier. Graphostatische 
Untersuchung des flachen Parabelge- 
wölbes. Z.Ö.I.A.V. 67. 701. 

3608. The'rel. Application de la 
mlthode des joints secs ä la construction 
des voütes biaises. A.P.Ch. (8) 17. 63. 

3609. A. Francke. Einiges über 
Erddruck. Z.A.I. (2) 10. 297. 

3610. B. Safir. Erddruck-Trajektorien. 
Z.A.I. (2) 10. 463. 

8611. Lefebvre. Note sur un proce"de* 
de fondations en terrains inconsistents. 
A.P.Ch. (8) 19 225. 

3612. E. Sherman Gould. The sta- 
bility of surcharged masonry dams. E.N. 
61. 204. 307. — C. H. Emmons 307. 

3618» Besal. Calcul des ponts courbes. 
A.P.Ch. (8) 20. 236. 

3614. 0. Schmiedel. Entwurf und 
statische Berechnung einer Zweigelenk- 
bogenbrücke mit horizontalem Zugband. 
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elementen. Z.E.W. 23. 418. 

8668. P. Humann. Über die Erwär- 
mung von verseilten Dreifachkabeln in 
Erde verlegt. E.Z 26. 533. 

3669. H. Mehner. Über Gleichge- 
wichtszustände bei der Reduktion der 
Eisenerze. V.V.G. 84. 76. 

3670. O. Busse. Über die Berechnung 
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über eine Methode die partielle Differentialgleichung 
Au — Constans numerisch zn integrieren. 

Von C. Runge in Göttingen. 

Die Bestimmung der Torsion eines zylindrischen Stabes mit be- 
liebigem Querschnitt läuft darauf hinaus, eine Funktion u der recht- 
winkligen Koordinaten x, y zu finden, die im Innern des Querschnitts 
der partiellen Differentialgleichung 



dx* + dy* 



Fig. 1. 



* Const. 



genügt, während sie auf dem Rande 
des Querschnittes Null ist. 1 ) Ich 
möchte hier eine Methode entwickeln, 
um diese Aufgabe zu lösen und zwar 
will ich sie bei einem speziellen Bei- 
spiele durchführen, weil es gerade 
auf die numerische Ausführung an- 
kommt. Aus dem speziellen Beispiel 
ergibt sich von selbst, wie man in 
andern Fällen zu verfahren hat. 

Der Querschnitt des Stabes sei 
ein aus fünf Quadraten zusammengesetztes Kreuz (Fig. 1). 

Aus Symmetriegründen kann man sich darauf beschränken den 
achten Teil des Querschnitts (Fig. 2) 
zu betrachten. Kennt man die Werte 
Ton u in diesem Teil des Querschnittes, 
so kennt man sie in dem ganzen Quer- 
schnitt. Das Verfahren besteht nun 
darin, daß wir in den Querschnitt ein 
Netz von Quadraten einzeichnen und die Differentialgleichung durch 
eine Differenzengleichung ersetzen, in der die Differenzen aufeinander- 

1) Yergl. z. B. L. Prandtl. Jahresber. d. deutschen Math.-Ver. Bd. 18, 1904. 

Ztftoohrlft f. Mathematik u. Physik. 66. Band. 1906. Heft S. 16 



Fig. 9. 
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folgender Werte von X und y gleich der Seite der quadratischen Masck 
des Netzes sind. Die Differenzengleichung liefert lineare Gleichung 
zwischen den Werten von a in den verschiedenen Netzpunkten und £^x*^ 
erhalten wir je eine Gleichung für jeden im Innern des Queracbr^^ 
gelegenen Netzpnnkfc, so daß sich die Werte von u in den Netzpuu!^ „^ 
daraus bestimmen lassen. Ist das Netz hinreichend dicht, so we^^^ 
die gefundenen Werte von N sehr wenig von den wahren Werten i^- er . 
schieden sein, und man kann daraus mit beliebiger Genauigkeit <lie 
gesuchte Flache interpolieren, 

Es sieht nun zunächst so aus, als ob durch die große Zahl -^n 
Netzpuukten, die man bei einiger Genauigkeit anzunehmen genötigt ist, 

die Rechnung sehr beschwerlich werde. Das ist indessen nicht sq 

weil andrerseits in jeder Gleichung nicht mehr als 5 Unbekannte \ ^- or- 
kommen können. Die Ausführung unseres Beispiels wird am bes^^t^ 
zeigen, welchen Umfang die Arbeit annimmt. 

Es bezeichne 11 den Wert der gesuchten Funktion in einem N^^fo, 
punkt und n v u 2? %, u 4 die Werte in den vier benachbarten Nefczpunk-^^ 
und es sei ferner die Seite einer Masche gleich h f so wird die Di jf e . 
renzengleichung die Form annehmen 

«i + th + *'a + w * — 4w ■" Ä * C 
Hierin würden von den Werten u v n a , u& n 4 diejenigen, die etwa s^^i 
den Rand fallen, gleich Null zu setzen sein. Wir führen zunäcfc^&t 
statt der Funktion n die ihr proportionale Funktion v — — n Iri rr 
und erhalten so die Gleichung: 

t\ + % + v s + v i — Av = - 1 

Solcher Gleichungen gibt es eben so viele wie innere Netzpunkte, 
z. B. der achte Teil des Netzes in Fig. 3 dargestellt, so haben 

j^ + $ es im ganzen mit 273 inneren Ne^fcfr 

punkten zu hin, von denen wir ab»-«r 
wegen der Sy in nietriev erb al bliese n *ji 
4l* ins Auge zu fassen brauchen» Mäh 
kann nun die Werte von v in diesen 
42 Punkten als lineare Funktion en 
Bezeichnet man z. B. die Werte von r 
p\ y f Ö f so ergeben sich die 



L i I I I i I -N M . 

^ ++^ + + + ff4-\ r 

J0J__L J__L_L -L J- J_ J_^^ 

ff B 

von 4 unter ihnen ausdrücken. 

in den vier Punkten A 7 B f C } D mit 

Werte von v in den rechts benachbarten Netzpunkten aus den vier 

linearen Gleichungen, die den Netzpunkten A 9 B 7 C 9 1) entsprechen 

Denn die übrigen in diesen Gleichungen vorkommenden Werte von i 1 

sind entweder Null, weil sie Randpunkten entsprechen , oder, wie der 

Wert in dem zu C symmetrischen Punkte, durch das Symmetrie Verhältnis 
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gegeben. In dem zu A rechts benachbarten Punkte z. B. ist der Wert 

von v gleich . n . 

* 4« - - 1, 

in dem zu B } C, D rechts benachbarten 

-a + 4fi-y—l, - /J + 4y - d - 1, — 2y + 4<J — 1. 

Aus diesen vier Werten lassen sich wiederum die folgenden vier rechts 
"benachbarten Werte als lineare Funktionen von a, /J, y y 8 und so fort- 
fahrend schließlich auch die Werte in den Punkten A' } Ä' y B, B", 
C\ 0", D', D" als lineare Funktionen von a, ß, y 9 8 ermitteln. Die 
Rechnung wird am besten zuerst für a — /J=»y = tf=-0 durchgeführt. 
Das liefert das von a, ß, y } 8 unabhängige Glied der linearen Funktion. 
INun berechnet man für sich die Koeffizienten je einer der Unbekannten 
Ä ? A 7j ö Das konstante Glied fällt nun in den linearen Relationen, 
welche die Koeffizienten derselben Unbekannten in den verschiedenen 
Vertikalreihen verbinden, fort, so daß, wenn z. B. die Koeffizienten von 
a in drei benachbarten Vertikalreihen mit 



«1 


«1 


«i 


o, 


a % 


< 


«» 


°s 




«4 


K 


•; 



bezeichnet werden, die Gleichungen bestehen 

a, + + a' 3 + < - 4a; - 
a, + a[ + a' % + < - 4a; - 
«a + «i + «I + < - 4a, = 
a 4 + a 8 ' + fli + <-4a;-0. 

Dieselben Gleichungen gelten auch für die Koeffizienten der andern 
Unbekannten. Es zeigt sich nun, daß es nur nötig ist, die Rechnung 
für die Koeffizienten einer der vier Unbekannten auszuführen. Hat 
man diese, so sind die Koeffizienten der andern drei Unbekannten eben- 
falls gefunden. Bezeichnen z. B. d v d 2 , d 3 , d A die Koeffizienten von 8 in 
einer Vertikalreihe, so ist a t = d 4 — d tJ Og =» d s — d v a 8 — d^, a 4 — 2d ly 
wovon man sich durch einen Induktionsschluß sogleich überzeugen 
kann. Analog sind die Koeffizienten von ß gleich 

die von y gleich 

*, *! + *» ** + **> 2rf 8 . 
Ich setze die Koeffizienten d hierher, um eine Vorstellung davon zu geben, 
wie sie von links nach rechts anwachsen. 

16* 
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0-1- 16-160-1296- 9344- 62736 

+ 1 12 97 672 4320 26656 160480 950944 
0-1-8 -49 -280-1569 - 8752 -48832-272944-1528863-8581384 

1 4 17 80 401 2084 11073 59712 325439 1787932 9884015 54910896. 

Das von a, ß, y, d unabhängige Glied ist in der folgenden Tabelle 

angegeben 
0-1 -4-13 -44 -165 -680 -3001 -13881 
0-1-3-5+1+63 +446 +2556 +13852 +73821 
0-1-3-6 -11 -' 30 -160 -1073 - 7089 -44864 -274878 
-l -3 - 6 -10 - 13 + 17 + 400 + 3728 +28689 +200755 +1324086. 

Hat man auf diese Weise die Werte von v in den acht Netzpunkten 
A', A", B', B", C\ C", D', D" als lineare Funktionen von a, ß, y y d 
ausgedrückt, so ergeben sich nun für die vier Unbekannten a, ß, y } ö 
vier lineare Gleichungen. Infolge der Symmetrieverhältnisse besteht 
nämlich eine Gleichung zwischen den Werten von t; in den drei Punkten 
A', B\ A" und ebenso zwischen den Werten in B\ C, B" sowie 
C, D', C" und endlich D' } D". 

Sind diese Gleichungen befriedigt, so sind nunmehr die 273 
Gleichungen für alle inneren Netzpunkte erfüllt. 

Die Werte von aßyd müssen erheblich genauer berechnet werden 
als man die Werte von v haben will. Denn die Werte von v in 
Punkten, die weit nach rechts liegen, ändern sich sehr stark, wenn 
eine der Größen aßyd sich ändert. Am besten verfahrt man wohl so, 
zunächst aßyd auf einige Stellen richtig zu berechnen und mit diesen 
Werten die sämtlichen Werte von v zu berechnen. Die acht Werte 
in den Punkten A', A", B', B' } (7, C", D\ D" werden nun die geforderten 
Relationen genähert erfüllen. Dadurch erhält man neue Gleichungen, 
denen die Verbesserungen von aßyd genügen müssen. Diese Gleichungen 
unterscheiden sich nur in den konstanten Gliedern von den ursprüng- 
lichen Gleichungen für a, ß, y, d. Man kontrolliert sie dadurch, daft 
man die neuen konstanten Glieder auch direkt durch die ersten An- 
näherungen von a 9 ß, y, d berechnet. Mit den gefundenen Verbesserungen 
von a, ß, y, d werden dann wieder die Verbesserungen aller Werte 
von v gefunden. In unserm Fall ergeben sich bis auf eine Einheit 
der zweiten Stelle genau für v die Werte 
00000000 
1.30 2.12 2.70 3.14 3.53 3.95 4.55 5.65 8.29 
2.07 3.50 4.53 5.32 6.02 6.73 7.59 8.78 10.42 11.89 
2.50 4.28 5.59 6.61 7.49 8.36 9.32 10.45 11.72 12.86 13.63 
2.63 4.53 5.93 7.03 7.98 8.89 9.88 10.98 12.15 13.19 13.90 14.15 
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Diese Werte interpolieren wir graphisch und stellen eine Höhen- 
schichtenkarte der gesuchten Fläche dar. Das geschieht am besten 
durch Querprofile z B. längs den Horizontal- oder Vertikalreihen oder 
auch diagonal, aus denen man dann durch graphische Interpolation 
die Punkte findet, wo v irgend welche runden Werte annimmt. Durch 
die ermittelten Punkte zieht man alsdann die Höhenlinien, durch die 
nun die Funktion v in jedem Punkte des Querschnitts interpoliert werden 
kann. Die gesuchte Funktion u, die der Differentialgleichung Au = C ge- 
nügt, hängt, wie oben angegeben, mit der Funktion v durch die Gleichung 
I* =» — Ch*v zusammen, wo h die Seitenlänge der Netzmasche ist. 

Um die erreichte Genauigkeit zu beurteilen, haben wir zunächst fest- 
zustellen, wie genau die graphisch ermittelte Funktion u der Gleichung 
Ju = C genügt. Wir sehen dabei einstweilen von den vier einspringenden 



Fig. 4. 




Ecken ab, in denen schon die ersten Differentialquotienten von u unendlich 
werden. Von dem Verhalten in der Nähe dieser Punkte soll sogleich die 
Rede sein. Durch die Betrachtung der Querprofile sind wir in den Stand 
gesetzt, in jedem Punkte der Fläche z = u {x } y) die Werte von ^ und ~ , 

so weit die Genauigkeit der graphischen Darstellung geht, zu ermitteln. 

Man wird zu diesem Zweck wohl am besten Differenzenrechnung 

anwenden. Wird für eine beliebige Funktion f(x) die zweite Differenz 

mit A*f bezeichnet und mit d A f der Ausdruck, der aus d % f ebenso 
gebildet ist wie d*f aus f usf., so hat man 

1) C. Runge. Nature Bd. 60. S. 366. 1899. 
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Mit Hilfe dieser Formel findet man z. B. die Werte von ä 8 *— * und 



ä* «— i in dem Netzpunkt, wo t? den Wert 4,53 hat, in der folgenden 
Weise 

^4 



-0.01 





V 


zt 


J* 


J* 


x-2h 


2.07 


1.43 






x — h 


3.50 


1.03 


-0.40 


+ 0.16 


X 


4.53 


0.79 


-0.24 


+ 0.15 


x + h 


5.32 


0.70 


- 0.09 




x + 2h 


6.02 








y -2h 


5.93 


-0.34 






y-h 


5.59 


-1.06 


-0.72 


-0.05 


y 


4.53 


-1.83 


-0.77 


-0.10 


y + h 


2.70 


-2.70 


-0.87 




y + 2h 


0.00 








2 
beiden Füllen beinflußt schon s ■-„ 


.J* di 



-0.05 



a „ . J* die zweite Dezimale 
nicht mehr und wir setzen mit dieser Genauigkeit 

Ä 'ö=-°- 24 > **£» : — °> 77 

nnd damit 

j u = C + 0.01 C. 

Eine ähnliche Genauigkeit geben auch die andern Netzpunkte. Außer- 
halb der Netzpunkte kommt noch die Ungenauigkeit hinzu, die von 
den Fehlern in der Zeichnung der Höhenlinien stammt. Bei sorg- 
faltiger Konstruktion der Profile müßte es aber möglich sein, diese 
Fehler nicht wesentlich größer werden zu lassen als die Fehler in 
den Netzpunkten, wenn die Dichtigkeit der Netzpunkte ihrer Genauig- 
keit entspricht. 

Es möge nun festgestellt sein, daß für die gefundene Funktion u 
der Ausdruck du um nicht mehr als e von C abweicht. Sei U die wahre 
Funktion für die genau dU = C. Dann wird also für die Differenz 
U — u der Ausdruck 

J(U-u) 
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um nicht mehr als e von Null abweichen und zugleich wird U—u auf 
dem Rande des Querschnitts verschwinden. Bezeichnet daher G{xy\ %r\) 
die Greensche Funktion des Querschnitts, so ist 



oder 



Ufa) - u fa) = ^Jg (*y; In) *{U{xy) - u (*y) ) dm 

Ufa) -ufa) - tf G ^ in) ävJW-u). 



wenn wir mit z/(?7— u) einen gewissen Mittelwert von J(JJ — u) 
bezeichnen, welcher der Gewichtsverteilung G (xy; £17) entspricht. 
G{xy\%ri) ist im ganzen Querschnitt negativ und absolut genommen 
kleiner als die Greensche Funktion für einen Kreis, der unsern Quer- 
schnitt umfaßt. Integriert man demnach die Greensche Funktion des 
Kreises über den Kreis, so erhält man eine obere Grenze für den abso- 
luten Betrag des Integrals 

G(xy]trj)da> 



j< 



auf der rechten Seite der obigen Gleichung. Für den Kreis erhält 
man den größten Betrag, wenn |, r\ in den Mittelpunkt des Kreises 
gelegt wird. Die Greensche Funktion reduziert sich in diesem Falle 



r 



für den. Kreis auf log -, wo a der Radius des Kreises und r die 



a 



Entfernung vom Mittelpunkt ist. Das Integral über den Kreis gibt 
— * a*. Hier ist a — V 10i zu setzen (l die Seite eines der 5 Quadrate, 

2 2 V ' 

aus denen der Querschnitt besteht). Wenn ^(?7— w) also um nicht 
mehr als £ von Null abweicht, so ist 

\U-u\< |-P-«. 

Bei der Abschätzung von € begegnen ^ir noch einer Schwierigkeit. 
Wenn wir von kleinen Umgebungen der vier einspringenden Ecken 
anseres Querschnittes absehen, so läßt sich freilich durch graphische 
Interpolation und Anwendung der Differenzenrechnung auf die Fläche 
z=*u(xy) eine Anschauung von der Größe von s bilden. In der Nähe 
der Ecken aber werden schon die ersten Ableitungen von TJ(xy) be- 
hebig groß. Es wird dadurch unmöglich, auf graphischem Wege zu 
ermitteln, wie weit die durch Interpolation gewonnene Fläche die partielle 
Differentialgleichung erfüllt. Überhaupt kann man sagen, daß unsere 
graphische Lösung in der Nähe der einspringenden Ecken noch zu 
wünschen übrig läßt. Denn es läßt sich aus der graphischen Darstellung 
allein über die Art, wie das Gefälle der Fläche an der Ecke unendlich 
wird, nichts aussagen. 
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Indessen kommt uns hier die analytische Darstellung der gesuchten 

Funktion U(xy) zu Hilfe. Denken wir uns um die einspringende Ecke 

P einen Kreisbogen ABC mit kleinem Radius r geschlagen, so maß 

Fig. b. der Wert von U(xy) in irgend einem Punkte Q 

sehr wenig von.c • r^ sin ( -^1 verschieden sein, 

wo qp den Winkel APQ und c eine Kon- 
stante bedeutet. Und zwar ist der Unterschied 

U(xy) — er* sin (-£) eine Funktion, die in 

der Nähe von P nicht nur selbst sondern auch 
^ mit ihren sämtlichen Ableitungen beliebig klein 
ö ist. Wir denken uns deshalb die Interpolation 

unsrer Werte so gemacht, daß die Fläche u(xy) in der Nähe von P 

die Größen er* sin f-^j annimmt. Ist k der Wert, den u(xy) in einem 

Punkte Q in der Nähe von P annimmt, so ist 

c-*. PQ-S sin («fc^)- 1 

zu setzen. Nunmehr können wir sagen, daß u(xy) auf dem Kreis- 
bogen ABC mit U(xy) übereinstimmt und können für die Abschätzung 
von e die Umgebungen der einspringenden Ecken außer Betracht 
lassen. 

Wie klein man diese Umgebungen zu machen hat, um den Unter- 
schied zwischen u (xy) und c • r* sin f -^J vernachlässigen zu können, 

ergibt sirh durch die Betrachtung der gefundenen Werte t\ Es zeigt 
sich z. B. in unserm Fall, daß die Werte 5.65 und 8.29 in der Nahe 
der einspringenden Ecke tatsächlich bis auf wenige Stellen der zweiten 

Dezimale den Werten von r* sin f-yj d. i. hier sin 60° und |/2Tsin90° 
proportional sind 

!*° = 6.58 .*■-£, -6.64. 

i/2 81n 60 

D*r Wort 4.55 ist dagegen ein wenig größer «,- -r"° "" ^.22. Man 

w ttrtU» datier annehmen, daß der Radius des Kreisbogens gleich der Seite 
*uumt Netamasche gesetzt werden könne, wenn es auf einige Stellen der 
4**iWu Dezimale nicht mehr ankommt. 

tifttttugen, im Herbst 1907. 
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ir einige Sätze der kinematischen Geometrie, welche der 
zahnungslehre zylindrischer und konischer Räder zu- 
grunde liegen. 

Von Martin Disteli in Dresden. 
(Mit einer Tafel Fig. 1—5). 

Die folgenden Ausführungen enthalten die Darlegung einiger Sätze 
kinematischen Geometrie der Ebene und der Kugel, auf welchen 
resentlichen die Verzahnungsmethoden zylindrischer und konischer 
r beruhen. Die verschiedenen Verzahnungsarten soUen dabei im 
ip zwar aufgestellt, jedoch mag von einer Besprechung derselben 
inzelnen abgesehen werden, da sie infolge ihrer Bedeutung für 
ft raxis der Zahnradkonstruktionen bereits vielfache Behandlung ge- 
rn haben. 

Die gegebene Darstellung bezweckt vielmehr, an den beiden Spezial- 
i paralleler und schneidender Achsen diejenigen Gesichtspunkte zu 
inen, die sich auch auf den Fall gekreuzter Achsen, also auf die 
ihnung der Hyperboloidräder ausdehnen lassen, für welche Probleme 
*eit allgemeine Methoden nicht bekannt sind. 
n Rücksicht auf diesen mehr vorbereitenden Zweck erklärt sich 
auch die vorliegende, von der gebräuchlichen etwas abweichende 
dlung, bei der die Eingrifflinie mehr als gewöhnlich in den Vorder- 
tritt. 

A. Zylindrische Rader. 

§ 1. Ein Hilfssatz über Belativbewegung. 

)ie Verzahnung zylindrischer Räder vollzieht sich in einer Normal- 
ebene der beiden parallelen Radachsen, welche wir zur festen Ebene 
E unserer Betrachtung machen. Die Punkte dieser Ebene seien bezogen 
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem (OXY). Dreht sich in dieser 
Ebene eine Ebene E' mit der Winkelgeschwindigkeit ©' um den Dreh- 
pol P(X Q Y ), so erhält ein Punkt M der Ebene E', der augenblicklich 
mit dem Punkte (XF) von E koinzidiert nach den Achsen von E die 
Geschwindigkeitskomponenten. 

(1 ) « x - - (Y - F )<d ', u, = + (X - X )«d'. 
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Drehen sich also zwei weitere Ebenen Z x und 2^ um ihre festen 
Drehpunkte X und t in der Achse X, welche auf verschiedenen 
Seiten des Punktes liegen mögen, so daß, wie in Fig. 1 Tafel 

00 x r x und OÖ f = + r t 

gesetzt werden kann, mit den Winkelgeschwindigkeiten + ra 1 und — ©j, 
so erhält der Punkt nach (1) die in die Achse Y fallenden Geschwindig- 
keiten: . 

und es beschreibt somit der Punkt in E x und 2? s zwei aufeinander 
abrollende Kreise, die sogenannten Teilkreise T x and T 2 , falls die Bedingung 

(2) r x <o x — r 9 G) t «* 
erfüllt ist. 

Werden die Punkte der Systeme E x und E % ebenfalls auf je ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem (O x x x y x ) und (0 2 a^y,) bezogen, und 
sind tp x und <jp 2 die im positiven Sinne gemessenen Winkel, welche die 
positiven Achsen x x und x % mit der positiven Achse X einschließen, so 
ist zu setzen 

(3) «1 - -gj , - * 2 = - dt , 

so daß auch die Beziehung 

(4) ri9>i + r a 9>2 Ä ° 

besteht, wenn in den Anfangslagen x x und x % mit X zusammenfallen. 
Durch die Bewegung der Ebene E' erhält der Punkt M in 27 eine 
absolute Geschwindigkeit u } deren Komponenten durch die Gleichungen (1) 
gegeben werden. Drehen sich aber die Ebenen 2J i und Z* 9 momentan 
mit den Winkelgeschwindigkeiten co x und — o 8 um ihre Fixpunkte, so 
erhält der Punkt M die sogenannten Führungsgeschwindigkeiten f x 
und f\ mit den Komponenten: 

, & . fix Y&1, fi y - (^ + r x )a> x 

K } f, x = +Y* %} /^-(X-r,)«,,. 

Demnach besitzt der beschreibende Punkt M gegen die Ebenen 
Z x und ^ zwei Relativgeschwindigkeiten v x und i' 8 , welche die geo- 
metrischen Differenzen der vorigen beiden Geschwindigkeiten sind, also 
die Komponenten haben 

im v 1x --(t-y )«'+y« 1 , * If - (x - x>' - (x + r.x 

<• ' r^ - - (r- F.)»' - F«,, r,„ - (X - X>' + (X - r,)«*. 



(7) 
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Setzt man also 






3T ö ' ~l~ r i ^i v 

CO ' — ©j ly 


a>' — a>, 


-r, 


X 9 cd ' -f- r, a> s Y 

CO + CO, *' 

ird 


Ol' -\- (O t 


= r„ 


«k. — (r-iix«' -«>,), 


% = (X- 


- x l)(ß>' - <°l) 


«k.--(r -!-,)(•' + •.), 


% - ( x ■ 


- ^»)(c' + »,)• 
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(8) 

Diese Gleichungen lassen erkennen, daß die Punkte (X 1 Y 1 ) und 
(X, F s ) nichts anderes sind, als die augenblicklichen Drehpole der Ebene 
2' in 27 x und 2J r 

Wegen (2) besteht aber die Gleichung 

(9) X Q <o' + r 1 o 1 =» X o>' + r 2 © 2 . 

Setzen wir also voraus, daß die beiden Bedingungen bestehen: 

(10) X^' + r^-O, r «o, 

so fallen die beiden Pole (X, Y x ) und (X, Y 9 ) in dem Punkte zu- 
sammen. Der Punkt ist augenblicklicher Drehpol der Ebene E' 
sowohl in 2\ als 2^, während ©' — a> 1 und oo' + © 2 die relativen 
Winkelgeschwindigkeiten von 27' in diesen Ebenen sind. Die Relativ- 
geschwindigkeiten von M haben also einerlei Richtung, nämlich normal 
zum Radiusvektor OM } und das Verhältnis 



v t co ' + co 2 * 

Es beschreibt also der Punkt M in 2^ und 27 2 zwei unendlich 
kleine Bogenelemente dZ x und dZ t von gleicher Richtung, und wir 
erhalten demnach das Resultat: 

Drehen sich zwei Ebenen Z x und 2J 2 durch Abrollen ihrer Teilkreise 
augenblicklich mit den Winkelgeschwindigkeiten a x und — o 2 um ihre Fix- 
punkte und sott jeder Punkt M einer Ebene £', welche augenblicklich mit 
der Winkdgeschtvindigkeit ©' um den Drehpol P rotiert, in 2J t und 2^ 
zwei relative Bahnelemente von gleicher Richtung beschreiben, so muß der 
Dtehpd P auf der Zentralen X 2 liegen und vom Berührungspunkt 
der Teilkreise den Abstand X haben, der durch die Gleichung bestimmt ist: 

XqCo' + r 1 a) l = 0. 

Die letztere Gleichung sagt aus, daß der mit dem Radius PO um 
P in 27' beschriebene £reis W ohne Gleiten auf beiden Teilkreisen 
abrollt 
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§ 2. Darstellung der Zahnproflle als Bollkurven. 

Der vorstehende Hilfssatz führt nun unmittelbar zur Erzeugung 
zweier Zahnprofile, d. h. zweier Kurven Z x und Z v die beim Abrollen 
der Teilkreise einander führen, indem sie beständig in Berührung 
bleiben. Denken wir uns die Punkte des Systems E' ebenfalls bezogen 
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem M(X'Y) Fig. 2. Tafel und 
dieses System gegen E fixiert durch die Koordinaten x und y des 
Anfangspunktes M und den Winkel & der Achse X' gegen X, so wird 
E' in E eine bestimmte absolute Bewegung vollziehen, sobald die drei 
Größen x, y, # als bestimmte Funktionen der Zeit gegeben sind. 

Sind also 

X - x + X'costf — r'sintf, X' - (X — x)co8& + (F - y) sind 
* ' Y=y + X'sintf-h F'cosfr, F = -(X-s)sinfr-f(r-y)co8& 

die Transformatiorsformeln, welchen koinzidierende Punkte beider Systeme 
genügen, so ergibt die Differentiation der beiden ersten Formeln, daß 
der Drehpol P in 2 die Koordinaten besitzt: 

(i2) *.-*-& Y o = y + äl- 

Soll also der Drehpol bestandig auf der Zentralen O l O i liegen, 
so besteht die Bedingung 

(13) r -j, + Jj = o. 

Ist somit y=f{x) die Gleichung der vom Punkte M(xy) beschriebenen 
Bahnkurve E, von welcher wir annehmen wollen, daß sie die Teilkreise 
in berühren möge, dann läßt sich die Kurve E stets durch den Para- 
meter # in der Form darstellen: 

(14) *-*(»), »--*'(»), 
wobei dem Werte # «-= der Punkt entsprechen mag. 

Die Bewegung von E' in E erfolgt also durch Abrollen einer gewissen 
Kurve H } der Hilfspolbalin, auf der Zentralen O x 0, als fester Polbahn. 

Mit 

v dy v dx 

ergeben sich aus den Umkehrungen in (11) unmittelbar die Gleichungen 
der Kurve H bezüglich E'; 

Xo — t^ 8in * — ji cos ♦ 

(15) d * d& 



-d" <*# *v • dy . ~ 
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Beim Abrollen der Hilfspolbahn H auf der Zentralen X beschreibt 
aber der feste Punkt in E' eine Gleitkurve W, welche identisch ist 
mit der vom Punkte bei der inversen Bewegung beschriebenen Roll- 
kurve. Die Kurve W ist demnach die durch gehende Evolvente 
der Hilfspolbahn H. 

In der Tat ergeben sich die Gleichungen dieser Kurve W aus den 
Umkehrungen von (11) mit X= F= bezüglich E' in der Form 

X[ = — x cos # — y sin # = ^ sin # — x cos ft =« Xo — X cos # 
Fi — a; sin # — y cos # = ^ cos <&■ + x sin # = Y'o + X sin <&• 

Da d& der Kontingenzwinkel und X die vom Anfangspunkt # = 
aus gezahlte Bogenlänge von H ist, so sind diese Gleichungen von W 
zugleich diejenigen der Evolvente von H. 

Nun ist ,- 

die Winkelgeschwindigkeit von E' und es besteht somit nach (10) die 

Gleichung 

(17) Xodd + ivtyj-O. 

welche aussagt daß beim Abrollen von H auf X auch W ohne Gleitung 
auf jPj und T % abrollt, und eben dadurch die Ebenen E x und E t in 
drehende Bewegung versetzt. Die dem Drehwinkel # entsprechenden 
Drehwinkel <p x und y 2 von E t und 27 2 sind also bestimmt durch die 
Gleichungen 



(18) ft — ifv», ^-^/ 

*0 



X dd> 



Wahrend also der Punkt M in E die Kurve E durchwandert, be- 
schreibt er in E x und E t zwei Bahnkurven Z x und Z 2 , welche nach 
dem Hilfssatz in jedem Augenblicke der Bewegung in gleitender Be- 
rührung stehen. Die Kurven Z x und Z 2 sind daher entsprechende Zahn- 
profile , wahrend die vom Berührungspunkt M durchlaufene Kurve E 
die zu den Profilen gehörende Eingriff linie ist. Demnach erhalten wir 
folgenden 

Satz L Rollt ein System 2T mit irgend einer Kurve H auf der 
Zentrale beider Teilkreise, während die durch den Berührungspunkt 
derselben gehende Evolvente W von H durcJi Abrollen auf den Teilkreisen 
die Ebenen E x und E^ derselben in dreliende Bewegung versetzt, so be- 
schreibt jeder Punkt von E' in E als absolute Bahnkurve eine Eingriff- 
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linie E, in den Ebenen 27, und 2J 2 aber als RdativbaJmen die eu dieser 
Eingrifflinie gehörenden Zahnprofile Z x und Z r 

Da die Kurve W beständig ohne Gleiten auf den Teilkreisen rollt, 
so entstehen die Zahnprofile auch dadurch, daß der beschreibende 
Punkt M mit der Kurve W über beide Teilkreise abgerollt wird. Die 
Kurve W heißt demnach auch die Wälzungskurve der Verzahnung und 
es ergeben sich daher aus obigem Satze die beiden Folgerungen: 

Sauf IL Entsteht die Eingrifflinie durch Abrollen einer Hüfspclbahn 
H auf der Teilkreissentralen, so entstehen die Zahnprofile durch Abrollen 
der Evolvente W von H als Wälzungskurve auf den Teilkreisen. 

Säte III. Entstellen zwei Zahnprofile als Bahnkurven eines Punktes 
beim Abrollen einer Wälzungskurve W auf den Teilkreisen 7 so entsteht 
ihre Eingrifflinie durch Abrollen der Evolute H von W auf der TeShms- 
zentralen}) 

Transformiert man die Koordinaten des Punktes M auf das System 
{O l x l y 1 ) } so erhält man direkt die Gleichungen des Profils Z t ausge- 
drückt durch die Koordinaten der Eingrifflinie: 

x i s ( x + *i) C08 9>i + y sin 9>i 
(19) y l — — (x + r x ) sin ^ + y cos q^ 

y, — — - rx d&. 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich durch Differentiation nach #: 
ij£ - (x cos tp x + y sin Vl ) (l + ^°) 



dft 



(x sin <p x — y cos <p x ) (l + ^ 



also unter Berücksichtigung von (19) 

(20) - y - 1 - 4- Xl ~" r * C0B y » = 

^ ' <**i Vi + r t sin <p! 

Soll also umgekehrt irgend eine Kurve Z x Profilkurve sein, so muß es 
möglich sein, für das in Betracht kommende Kurvenstück x 1 und y x als 
Funktionen eines Parameters <p x so darzustellen, daß obige Gleichung (20) 

1) Statt eines beschreibenden Punktes M kann auch eine beliebige Kurve L 
der Ebene E' in die Bewegung derselben einbezogen werden. Die Profile Z x und Z % 
erscheinen dann als Hüllkurven von L beim Abrollen von W auf den Teilkreisen. 
8oll L selbst das eine Profil Z t werden, so ist die Wälzungskurve W identisch 
mit dorn Teilkreis T lf und Z t entsteht dann als Hüllkurve des Profils Z x . Damit 
iUt** Httllkurve reell ist, müssen die in Betracht kommenden Normalen von Z x 
tat Kreis 7\ reell schneiden. 
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erfüllt ist. 1 ) Wenn dies der Fall ist, so ergeben sich durch Auf- 
lösung von (19) nach x und y die Koordinaten der Eingrifflinie, und 
damit auch die Gleichungen des Profils Z % in der Form: 

Eg =» (x — r f ) cos qp a + y sin (p t 

(21) y t = — — r,) sin 9> a + y cos m„ 
indem man mittels (4) einen der Parameter eliminiert. 

Der einfachste Fall einer Verzahnung nach vorstehender Methode 
wird erhalten, falls die Eingrifflinie ein Kreis E des Büschels der Teil- 
kreise (T x T 2 ) ist. Liegt E außerhalb von T v so erzeugt er die äußere 
Hälfte des Profils Z x und .die innere von Z 2) die anderen Hälfben 
werden analog durch einen innerhalb T t liegenden Eingriffskreis hervor- 
gebracht. Da der Kreis E bei der Drehung von E um seinen Mittel- 
punkt H sich in sich selbst dreht, so beschreibt in diesem Falle jeder 
Punkt M von E ein Profilpaar, welche Paare alle durch Drehung zur 
Deckung gebracht werden können. Da die Wälzungskurve TT identisch 
wird mit dem Eingriffkreis, so werden die Profile von Zykloidenbogen 
gebildet. Die Verzahnung heißt daher ZyJdoidenver zahnung f , und man 
kann sie auch dann noch so benennen, wenn die Eingrifflinie kein Kreis 
mehr ist. Die Kurve W und der Teilkreis T x sind die primären Pol- 
bahnen des Profils Z v 

§ 3. Darstellung der Zahnproflle als Evolventen. 

Die genaue Verzeichnung der Zahnprofile erfordert die Bestimmung 
der Krümmungsmittelpunkte, also die Darstellung der Profile als Evol- 
venten. Zu diesem Zwecke führen wir statt der Ebene E' eine neue 
Ebene E" ein, Fig. 2. Tafel die mit E' den Punkt M gemeinsam hat, 
um diesen aber gegen E' derart drehbar ist, daß die neue Achse X" 
bestandig mit der Geraden M zusammenfällt, während M die Ein- 
grifflinie durchläuft. 

Sind r und tp die Polarkoordinaten von M in E, so sind 

(22) x = r cos <p, y = r sin q> 
die Gleichungen der Eingrifflinie. 2 ) 



1) Ist x der Winkel der Tangente des Profils gegen die Achse #,, d. h. tg r = ,~ 

so muß für alle in Betracht kommenden Punkte {x x y x ) von Z x die Ungleichung 

erfüllt sein ^ , 

fj > x x cos t -f- y t sin r , 

damit der Winkel <p t ein reeller Parameter wird. 

2) Obschon die neue Methode die Wälzungskurve nicht benötigt, so lassen 
sich doch auch in diesem Falle ihre Polargleichungen in 2? leicht angeben. Führt 
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£s ist dann q> auch der Winkel der Achse X" gegen X and 
daher , 

„ <tq> 

" "dt 

die Winkelgeschwindigkeit des Systems E" in E. 

Bedeutet also r' die Derivierte von r nach <p, so sind nach (12) 

x i ~ x ~~ d 5 — r ' 8in » 

1 " y + d? ~ + r cos » 

die Koordinaten des neuen Drehpols P' in E y also auch die Gleichungen 
der neuen festen Polbahn, während nach (15) 

r * - d^ co8 ^ + 4 8mfjPÄr 

die Gleichungen der neuen beweglichen Polbahn darstellen. 

Relativ gegen die Ebene E t besitzt dagegen 2? einen Drehpol M x 
mit den Koordinaten: 

relativ gegen E t den Drehpol üfj mit den Koordinaten 

(20) x„- M.'+ r ' fl '' , r„ --££—• 

man die Werte von x und y aus (22) in die Gleichungen (16) ein, so erhält man 
für die Walzungskurve 

X\ = — r cos (<p — fr) 

F t =* — r sin (g> — fr). 
Hetzt man also 

qp — fr =- ^, 

so bedeutet ^ den Winkel der Achse X" gegen X; es sind also r und t/>-+-x 

die Polarkoordinaten von W in 2T. Ist nun 

«) r — r(9) 

die Gleichung der Eingrifflinie, so folgt aus der Bedingung 



*+d»-° 



dx 
d&' 

rein 9. d\p~C0B<p dr 

also 

Durch a) und b) ist also die Walzungskurve bestimmt. Für eine gerade Ein- 
griff linie 9 — f — const. ist daher W die logarithmische Spirale 
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Es bewegt sich also M in E x mit der Relativgeschwindigkeit 

(27) ^--(r-r^K-«»!), «„-(x-XOK-«,) 

und in E % mit der Relativgeschwindigkeit 

(28) v ix (7- rj («," + *,), v i¥ - (X - A'„) («," + «,) 

Wegen der Beziehung (2) besteht aber die Proportion: 



jr 


x ft 


i* 


9* 






y«i~~ 


Y aL 


i* 


2* 



Es liegen also die Pole M x und M % mit stets in einer gewissen 
Geraden z/, deren Richtung von dem Werte von o" abhängt. Alle und 
nur die Punkte dieser Geraden haben daher relative Geschwindigkeiten, 
deren Richtungen sich decken. 

Soll dies also auch fdr den beschreibenden Punkt M der Fall 
sein, so muß zf durch M gehen d. h. cd" durch die Bedingung er- 
klärt sein: 

(29) ^l = £ = C0tg9 . 

Es besteht daher für o" die Gleichung 

(X 1 cj" + rjco,) sin tp — Y x m" cosqp — 
oder 

(30) r.co^ b A (D" = r 2 ai,. 

Daher sind jetzt die Drehwinkel der Ebenen E t und E % bestimmt durch 
die Bedingungen 

(31) 9i " T x j^ d <P> Vt - -T t f^ d( P> 

wo die Integrationskonstanten so zu bestimmen sind, daß den Winkeln 
<p t — und qpj — ein bestimmter Winkel cjp entsprechen mag. 

Durch die vorstehenden Gleichungen (30) wird also die Relativ- 
bewegung von E" in E x und E % derart reguliert, daß die Achse X" 
bestandig gemeinsame Normale der Relativbahnen Z } und Z % von ifcf 
bleibt, sodaß die Drehpole M x und M % mit den Krümmungsmittel- 
punkten von Z x und Z 2 zusammenfallen. 

Während also M die Zahnprofile Z t und Z 2 beschreibt, beschreiben 
die Pole M t und M % ihre Evoluten 2Ci und K v Die Evoluten sind 
also die Polbahnen in E 1 und 2g, während die Achse X" die Polbahn 
der Ebene E' ist und durch ihr Rollen auf K x und K % die Systeme 
E x und 27 s in drehende Bewegung versetzt. Diese Polbahnen sind die 
sekundären Polbahnen genannt worden, und es ergibt sich daher der 

Zeitschrift 1 Mathematik u. Phyiik. 56. Band. 1906. Hell 3. 16 
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Säte IV. Wird eine Ebene Z" in der festen Ebene H derart be- 
wegt, daß der Punkt M die gegebene Eingrifflinie durchläuft, während 
die durch M gehende gerade Achse X" stets durch den Berührungspunkt 
der Teilkreise geht } und werden die Ebenen E^ nnd 2^ der Teilkreise 
dadurch in drehende Bewegung versetzt, daß die Achse X" als sekundäre 
Polbahn von 2" auf den sekundären Polbahnen K x und K f von 2\ und 2, 
abrollt, so beschreiben aUe und nur die Punkte der Achse X" in 2\ und 2^ 
als Bdativbahnen je ewei Zahnprofile Z t und Z t , wdehe die Pol- 
bahnen K x und Z, zu Evoluten haben. 

Setzt man den Wert von to" ans (30) in die Gleichungen (25) 
ein, so erhalt man ab Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes M x 
bezüglich £: 

(32) X lk « r t — : z — ? coscp. Lt - r, — . — , Bin a>. 

v ' l * * r x am 9 — r ™ ** l r x Bin <p — r ^ 

Ebenso für den Krümmungsmittelpunkt M % : 

/qq\ x* r'cosw v r'cosqp 

(00) Ä 9h = r, -. 7— r coscp, Lt — r« — -. p— —sincp. 

v ' " * r, sin 9 + r ™ ** " r, sin 9 + r ^ 

Bezeichnen also ~ v ^ A nikjr „ 

0M X — jR x und 02Kj — 2^ 

die Radienvektoren von Jtf, und Jf 2 , so ist 

{U) Ri = ri . i^!p_ ^ f : c °'* . 

v l * Tj sin <p — r 7 ^ a r, sin 9 + r 

Transformiert man also die Punkte M t und M t auf die Koordinaten- 
systeme Z x und 2^, so erhält man die Gleichungen der Evoluten K x 
und K r Für K x werden diese Gleichungen: 

3ß , *u - Ä* + *i) cos y, + F u sin Vl 
^ y lt (X lk + r t ) sin ^ + Y lk cos Vi . b 

In der Tat ist leicht zu zeigen, daß dies die Evolute des Profils (19) 
ist. Nach (27) sind die Komponenten der Geschwindigkeit v lf mit 
wolcher M das Profil Z x durchläuft: 

•i# — (y - *i*)(® " - ®i) - - - fti) sin 9>K - °i) 

t 1 , - - (a; — X 14 )(o" — »j) « (r — J^) cos 9(0" — co 1 ) . 

Da die Achse X" die positive Normale des Profils ist, so ist der Kon- 

tingonzwinkel desselben 

1^80) dt — (cd" — m x )dt — dtp — d(p v 

Um die positive Richtung der Tangente von Z t zu erhalten, hat 
mau Dispositive Normale um einen rechten Winkel rückwärts zu 
\lwtwn, Km ist daher der Winkel der Tangente gegen die Achse x x i. 

•JC 

x — <p — ffil — - 
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Ist aber dz eine positive Größe, so ist v t eine nach der negativen 
Seite der Tangente von Z x gerichtete Geschwindigkeit. Es ist also das 
Bogenelement von Z x \ 

(37) ds x (r - R^dx 

und daher der Krümmungsradius in M: 

ds l -n 

d.h. 

(38) B 1 - r + 9v 

Demnach lassen sich nunmehr die Gleichungen der Polbahn K y 

schreiben: 

x lk ^R l cos(qp — qpj-f r 1 coB<p l =-rco8(<p — <p l )+r 1 coB<p l + Q l coB(<p—ip l ) 

y 1Jk =- J^ sin (<p — qpj — r t sin <p t =■ r sin (qp — <p x )—r l sin^ + q x sin(qp —<p x ) 

(39) !fi*-!fi 4-^cost, 

welches in der Tat die Gleichungen der Evolute von Z x sind. 

Die vorstehende Methode wird praktisch hauptsächlich für den 
Fall angewendet, daß die Eingrifflinie E eine durch den Punkt 
gehende unter einem passenden Winkel <p =- s gegen X geneigte ge- 
rade Linie ist. In diesem Falle werden auch J^ und 12, konstante 
Großen. Die Punkte M l und M % sind also bezüglich Z feste Punkte 
und beschreiben daher in Z i und JE 2 kreisförmige Evoluten K t 
und iE,. Die zugehörigen Zahnprofile sind also Ereisevolventen. Die 
Verzahnung heißt daher Evolventenversahnung und man kann diese Be- 
zeichnung auch dann noch beibehalten, wenn die Eingrifflinie nicht 
mehr geradlinig ist. 

§ 4. Die weiteren Versahnungsarten. 

Aus den Gleichungen (24) sowohl als aus der Bewegung der Ebene 
E" in 27 geht hervor, daß der Drehpol P' der Schnittpunkt der Ein- 
griffnormalen MP mit der Normalen zum Radiusvektor OM in ist. 
Man findet daher geometrisch die Krümmungsmittelpunkte M 1 und M % 
sehr einfach dadurch, daß man die Profilnormale X" mit den Geraden 
t P' und O^P' zum Schnitt bringt. 

Diese Konstruktion ist nichts anderes als die geometrische Inter- 
pretation der sogenannten Sa vary 'sehen Formel. 

Aus den beiden Gleichungen 

16* 
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ziehen wir zunächst die Beziehung 

(40) Xo--^ rj —- 

v ' ^ r cogip — rsinqp 

Eliminieren wir jetzt aus dieser und den beiden Gleichungen (34) die 
Derivierte #■', so erhalten wir für jeden der Punkte M 1 und M % einzeln 
die Savary'sche Formel, nämlich für M x \ 



1,1 /l l \ 



oder 

und für den Punkt Jf a : 

l i/i l \ 

oder 

( 42 ) up-oV,- (öä- ok) cos »• 

Subtrahiert man endlich die beiden Streckengleichungen von- 
einander, so erhält man direkt die Beziehung zwischen l£ l und M % in 
der Gleichung 

( 43 > ok ~ ök " fear ~ ök) C08 * 

Durch diese Gleichung wird ausgedrückt, daß beim Abrollen der 
Teilkreise aufeinander jeder der beiden Punkte M x und M t der 
Krümmungsmittelpunkt des vom andern beschriebenen Bahnelementes, 
daß also von beiden Zahnprofilen jedes die Hüllkurve des andern ist 

Durch die Gleichungen (18) oder (31) werden die Punkte der 
Teilkreise den Punkten der Eingrifflinie eindeutig zugeordnet, d. h. die 
Eingrifflinie und die Teilkreise werden entsprechend geteilt, und wir 
haben das Resultat: 

Wenn die Teilung der Eingrifflinie bekannt ist, so können beide 
Proße durdi bloße Drehung der Eingrifflinie um die Badmittelpunkte 
durch Punkte, Tangenten und Krümmungskreise vereeiehtiet werden. 

In den Gleichungen (34) ist femer bemerkenswert, daß die Größen 
üj und -R, nur von dem Differentialquotienten r von r abhängen, so 
daß diese Werte sich nicht ändern, falls r um eine konstante Strecke 
vergrößert oder verkleinert wird. Aus einer gegebenen Eingrifflinie 
E entsteht auf diese Weise eine ganze Schar neuer Eingrifflinien und 
eine Schar von Zahnprofilen, die sämtlich die nämlichen Evoluten haben, 
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also Parallelkuryen sind. In der Erzeugung (IV) liegt also zugleich 
ein weiterer Satz ausgesprochen, nämlich: 

Satz V. Verändert man alle von aus gehenden Radienvektoren 
r einer gegebenen Eingrifflinie um dieselbe konstante Strecke r , so ent- 
sprechen dieser Schar von Eingriff linien zwei Scharen von Äquidistanten f 
als Zahnprofile. 

Für den Kontingenzwinkel und die Bogenlänge des Profils Z x 
fanden wir im weiteren die Werte: 

dz 1 =» dqp — d^ und ds x = (i^ — r) dt. 

Die Spezialisierung dieser Ausdrücke gibt nun in Verbindung mit 
Satz V die weitern noch gebräuchlichen Verzahnungsarten. 

Wenn der Kontingenzwinkel verschwindet, so wird das Profil 
geradlinig. In diesem Falle ist also mit (30) 

Die Eingrifflinie ist daher bestimmt durch die Bedingung: 

dr = r 1 sin<pdqp 
und hat somit die Gleichung 
(44) r = r Q — r x cos <p. 

Wird für die Integrationskonstante r zunächst Null gesetzt, so be- 
steht die Eingrifflinie E aus demjenigen Kreis des Büschels (T x jP,), 
welcher durch den Mittelpunkt des Teilkreises T x geht. Da E zugleich 
Wälzungskreis W ist, so besteht der im Innern von T x liegende Teil 
des Profils Z x aus dem Radius OO x . Wir haben eine sogenannte 
Badialflankenver zahnung. Ist r von Null verschieden, so werden die 
Eingrifflinien Pascalsche Schnecken und nach (V) die Profile Aqui- 
distanten der vorigen Profile. Die Strecke r kann hierbei so groß 
gewählt werden, daß die neue Eingrifflinie auch außerhalb des Kreises 
T x verläuft, so daß das ganze Profil Z x geradlinig sein kann und wir 
eine Geradflankewvereahnung erhalten. 

Wenn dagegen das Linienelement ds x verschwindet, so reduziert 
sich das Profil Z x — da es sich naturgemäß nur um reelle Linien 
handeln kann — auf einen Punkt, und wir erhalten eine Puhktver- 
zahnung. In diesem Falle ist die Eingrifflinie durch die Bedingung 
.. 7? r'coeqp 



r t ein g> — r 



bestimmt. 

Die Gleichung der Eingrifflinie wird daher 
(45) r s ^K 2 -2r i rcoBtp. 
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wo K* die Integrationskonstante bedeutet. Sie stellt also einen mit 
dem Teilkreis T x konzentrischen Kreis E vom Radius 

ijo-yv + z« 

dar. Die Hilfspolbahn H reduziert sich also auf den Ereismittelpunkt 
O x und es fällt somit die Wälzungskurve W mit dem Teilkreis T x 
selbst zusammen. Aus diesem Grunde stellt der Schnittpunkt der 
Zentralen O x % mit dem Kreise E das ganze Profil Z x dar, wahrend 
Z r die yon Z x beim Rollen von T x auf T % beschriebene Epitrochoide ist. 
Vergrößert man alle durch gezogenen Radienvektoren des Kreises 
E um dieselbe hinreichend kleine Strecke r , so erhält man eine neue 
Eingrifflinie, welche speziell für ÜT=0 eine Pascal'sche Schnecke 

r = r — 2^008 9 

ist. Die neuen Profile sind die Äquidistanten der vorigen d. h. Z\ 
ist der um den Punkt Z x beschriebene Kreis vom Radius r (Trieb- 
stock), Z'% die Parallelkurve zur Epitrochoide. Die Verzahnung heißt 
daher eine Triebstockverzahnung. 

Damit sind die zur Verwendung kommenden Verzahnungsmethoden 
wenigstens im Prinzip aufgezählt, soweit es sich nicht um besondere 
spezialisierte Zahnformen handelt. 

B. Konische Rader. 

§ 5. Ein Hilfssatz über Relativbewegung. 

Die Verzahnung zweier Kegelräder, deren Achsen o 1 und o, sich 
in einem Punkte S schneiden, findet auf der um S gelegten Einheits- 
kugel statt, welche vollständig die Rolle des Normalschnittes des vorigen 
Falles übernimmt, und daher das feste sphärische System Z darstellt. 
Die Punkte des räumlichen festen Systems £ seien bezogen auf das 
rechtwinklige Koordinatensystem (SXYZ). Dreht sich jetzt ein zweites 
räumliches System U vom gleichen Anfangspunkt S um eine Mo- 
mentanachse p mit einer Winkelgeschwindigkeit cd', deren Komponenten 
nach den Achsen von 27 mit P , Q 0f R bezeichnet sein mögen, so er- 
hält der mit (XYZ) koinzidierende Punkt M von E' nach denselben 
Achsen die Geschwindigkeitskomponenten: 

n x = -R Y+Q Z 
(1) ^--PoZ + i^X 

u, = -Q X+P Y 

Nehmen wir an, die Achsen o l und o 2 seien in der Ebene XI 
gelegen, Fig. 3 Tafel, und es seien (— a x ) und (+ a 2 ) die Winkel derselben 
gegen die Achse X, ferner a^ und — co 8 die beiden Winkelgeschwindig- 
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keiten, mit welchen sich die Bäder um diese Achsen drehen sollen, 

so sind ^ ^ • i> a 

P x = ©! cos «j, Q x o 1 sin «i, i*! = 

W P 2 = — © 2 cos a 2; Q % =* — co 2 sin «,, üj = 

die Komponenten von o 1 und o 2 nach den Achsen yon E. 

Bezeichnen 0, V 2 die Schnittpunkte der positiven Achse X sowie 
der Achsen o x und o % mit der Einheitskugel, so erhält der Punkt 
nach (1) infolge der Drehungen um 1 und 2 die Geschwindigkeiten 
v lt — — (>! = ©! sin «j und t; 2 , = — () 2 = co 2 sin Oj. 

Fallen diese Geschwindigkeiten auch der Große nach zusammen, 
so rollen die beiden um die sphärischen Mittelpunkte i und 2 durch 
beschriebenen Teilkreise T x und T 2 ohne Gleitung aufeinander ab. 
Die Bedingung hierfür ist also das Bestehen der Gleichung 
(3) Q t — Q t — oder g> x sin a x — co 2 sin <% = 0. 

Werden also die Punkte der um die Achsen o x und o 2 rotierenden 
räumlichen Systeme E t und E t wieder auf die Koordinatensysteme 
(S x x y x z x ) und (S x % y 2 * 2 ) bezogen und sind q> x und cjp 2 die Winkel 
der Ebenen (#, y x ) und (# 2 y 2 ) gegen die Ebene XY, so ist 

und die obige Bedingung lautet daher auch 
(5) qp x sin c^ + cjp 2 sin Oj — 0. 

Durch die Bewegung des Systems Ü mit der augenblicklichen 
Winkelgeschwindigkeit cd' erhält der Punkt M von H die in (1) an- 
gegebenen Komponenten seiner absoluten Geschwindigkeit in £. Durch 
die gleichzeitige Drehung der Systeme £ x und E t erhält er aber zwei 
Führungsgeschwindigkeiten f t resp. /,, mit den Komponenten: 

, 6 x fx,-QiZ, fi, ?iZ> f l .--Q l X + P t Y 

W /i,-Ä^ f it --P t Z, f t , Q S X + P,Y 

Relativ gegen E x und 27 2 besitzt daher üf die Geschwindigkeiten 
v x und v 27 deren Komponenten die Werte haben 

«i» (B,-R t )Y+(Q,-Q t )Z v, a (R -B t )Y+(Q -Q t )Z 

(7) v l9 {P.-P^Z+iB.-R^Xv^ (P,-PJZ+(B,-B,)X 

"i. (ft-^X + CP.-Pjrr,, (Q -Q t )X + (P -P t )Y. 

Sollen also die Geschwindigkeiten v x und v t für alle Wertesysteme 
von XYZ der Richtung nach zusammenfallen, so müssen die beiden 
Bedingungen erfüllt sein: 

fi"" p i _ & — Q\ UTl j i? M o 

j > .--p,~e.-ft undi<o u> 
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oder, da Q x «= Q % aber P x + P % sein wird, es müssen die Gleichungen 
bestehen 

(8) &-&-&UIH1Ü0-0. 
Man erhält alsdann 

(9) ^^-(Po-PJZ v„~-(P -P t )Z 

«,.- (P,-P,)r t,,.- (P -P s )r. 

Es fallen also die augenblicklichen Polachsen von 27' in 2J X und 2^ 
in der Achse X zusammen; jeder Punkt M erhält zwei gleichgerichtete 
Relativgeschwindigkeiten, deren Verhältnis durch die Proportion 

(10) - 1 - «= P ° ~ Pl 
bestimmt ist. 

Dies tritt also nach (8) ein, falls die Polachse p von 27' in 27 in 
der Ebene XY liegt und wenn co' derart bemessen wird, daß die End- 
punkte der drei Strecken a v g? s , ao in einer Parallelen zur Achse X liegen. 
Übertragen wir das räumliche Ergebnis auf die sphärischen Systeme, 
so ergibt sich demnach folgendes: 

Drelien sich zwei sphärische Systeme 27 x und 2^ um ihre Fixpunkte 
0, und 0, durch Abrollen ihrer Teilkreise augenblicklich mit den 
Winkelgeschwindigkeiten a t und — co, und sott jeder Punkt M eines sphäri- 
schen Systems 27, welches augenblicklich mit der Winkelgeschwindigkeit 
<d' um den Drehpol P rotiert, in Z l twd 27 2 zwei relative BahHelemente 
von gleicher Richtung beschreiben, so muß der Drefipol P in der sphäri- 
schen Zentralen O x % liegen und es muß der Berührungspunkt in 
allen drei Systemen dieselbe Geschwindigkeit besitzen. 

§ 6. Darstellung der sphärischen Zahnprofile als Bollkurven. 

Im Folgenden ist es zweckmäßig die Lage der beweglichen Systeme 
2 gegen 27 durch die drei Euler sehen Winkel zu bestimmen. Es 
möge 27 nach 27' gelangen durch die folgenden drei Drehungen, die 
alle im geometrisch positiven Sinne, also entgegengesetzt der Uhr- 
zeigerbewegung, auszuführen sind. 

Zunächst werde wie in Fig. 4 Tafel, welche den orthogonalen 
Grundriß darstellt, XYZ um die Achse X um den Winkel <p nach 
X l Y x Z x gedreht; sodann dies System um die Achse Z± um den Winkel 
% nach X % Y % Z % ; endlich gelange dies System durch Drehung um die 
Achse X, um den Winkel ^ nach X'Y'Z'. 



Von Martin Disteli. 249 

Sind also 

i-^r + ij' + c^ 

(11) Y-OtX' + h % T + 0^2 

Z = a 9 X' + bsY' + c i Z' 

die Transformationsformeln für den Übergang von einem Punkte von 
Zf zum koinzidierenden in Z } so haben die 9 Richtongscosinusse die 
folgenden Werte: 

a x —= cos fr 6j =* — sin fr cos # 

Oj — sin fr cos 9 6, = — sin q> sin i> + cos fr cos <jp cos ^ 
Oj = sin fr sin <p b s — • + cos qp sin ^ -f cos fr sin 9 cos ^ 
' •' ^ — + sin fr sin ^ 

Gj «= — sin 9 cos ^ — cos fr cos 9 sin ^ 
cjj — + cos 9 cos # — cos fr sin qp sin ^. 

Sind also die drei Winkel <p, fr, ^ Funktionen der Zeit und be- 
deuten die Striche die Differentialquotienten nach der Zeit, so sind die 
Komponenten der Winkelgeschwindigkeiten an der augenblicklichen 
Polachse p nach den Achsen von E: 

P = qp' + cosfr^' 

(13) öo " **& HP *' + sin fr cos <p t' 
R = cos q> fr' + sin fr sin qp q(/. 

Machen wir also Fig. 5 Tafel den beschreibenden Punkt M zum 
Anfangspunkt des sphärischen Systems H d. h* zum Schnittpunkt der 
positiven Achse X' mit der Kugel, so sind die Gleichungen 

(14) »-•(Oi 9-9(0 

die Bewegungsgleichungen der von M durchlaufenen Bahnkurve E, und 
es ist die Bewegung von 2? vollständig bestimmt durch die Be- 
dingung (8) 

J? — cos 9 fr' + sin fr sin tp i> =- oder 

(15) *=-f^». 

^ J Bin fr 

Dadurch wird auch der dritte Winkel eine bekannte Funktion 

der Zeit, ebenso die 9 Richtungscosinusse. 

Unter dieser Voraussetzung werden jetzt die Komponenten von 

®' in 2: _. , . Ä , Ä , 

P = 9 — cotg fr cotg 9 fr 

(16) o __.•!. 

™ *™ sing? * 
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Es sind demnach 

(17) x = £ md rt .J 

die Koordinaten des Drehpols P auf der festen Polbahn O t O r Im 
beweglichen System hat dagegen o' die Komponenten: 

p Q = cos &<p' + 1>' 

(18) q = sin^d' — sin & cos ty<p r 

r = cos tyfr' + sin -9" sin 1><p' 
so daß 

(19) xi = p -% i;-*, 2;-^ 

die Gleichungen der sphärischen Hilfspolbahn H sind. 

Bei der Bewegung von ZJ' in 27 beschreibt aber der Punkt in 
2J' eine Gleitkurve TT, welche als Rollkurve der inversen Bewegung 
die durch gehende sphärische Evolvente der Kurve H ist. 

Die Gleichungen dieser Kurve W bezüglich Z" sind daher 

(20) Xi — cos #, Y[ = — sin fr cos V, Zi — sin £ sin #, 

so daß — fr und — ^ oder fr und je — ^ die sphärischen Polarkoordinaten 
von W sind. Unter Zufügung einer passend gewählten Integrations- 
konstanten stellt daher 

( 2 i) ♦_*_/-.;„, 

auch die Gleichung der Wälzungskurve dar. 

Wenn aber die Hilfspolbahn H auf der Zentralen O x O t abrollt, 
so rollt, wie die Gleichungen (8) zeigen, gleichzeitig W auf beiden 
Teilkreisen, und erteilt 2J X und 27 8 damit Auslenkungen tp x und <p t , die 
durch die Gleichungen 

(22) dq> x sin «i = g^ = - d?* sin «j 
also durch 

(23) ©! = -. — - I - — und cp, = — . — - / - — 
v ' :ri sin Oj,/ sin 9 ^* sin a St / sin 9 

bestimmt sind. Durchläuft also M die Kurve E, so beschreibt JK" in 
2^ und JE t Relativbahnen Z x und Z 2 , die sich beständig in M be- 
rühren. Es sind daher Z x und Z 2 zwei sphärische Zahnprofile, JE? ihre 
Eingrifflinie, W ihre Wälzungskurve und wir erhalten demnach den 
entsprechenden 

Satz I. Bollt ein sphärisches System ZJ' mit einer beliebigen Hufs- 
polbahn H auf der sphärischen Zentralen O x 8 beider Teilkreise, während 
die durch den Berührungspunkt bestimmte sphärische Evolvente W van 
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H durch Abrollen auf T x und T % die Systeme E t und 2 2 derselben in 
drehende Bewegung versetzt, so beschreibt jeder Punkt M von E' in E 
eine sphärische Eingriff linie, in E t und 2? 2 aber die ssu dieser gehörenden 
sphärischen Zahnprofile Z x und Z r 

In analoger Weise gelten auch die früher ausgesprochenen Sätze II 
und III für die Kugel. 

Um die Gleichungen der Zahnprofile selbst zu erhalten, hat man 
bloß die Koordinaten des Punktes M in den Systemen {O^iVi^i) un( * 
(0 2 #2^2*2) darzustellen. Der Übergang von E zu E x erfolgt aber durch 
Drehung von E um die Achse Z um den Winkel (— a t ), wodurch X 
nach x 1 gelangt; sodann durch Drehung um x t um den Winkel q> v 
Die Transformationsformeln werden daher: 

x t — X cos a t — Zsin a x 

(24) y x = (X sin c^ + Zcos a x ) cos qp, + Zsin q> x 

z x = — (Xsinaj -f Ycoso^sinqpj + Zcosq> v 

Sind also 

X = a x , Y — ■ a i9 Z = a 8 

die Koordinaten von 3f, so gibt die Substitution dieser Werte in die 
eben angeschriebenen Formeln die Gleichungen des Profils Z x : 

x x = a x cos a x — a % sin a t 

Vi = ( a i 8 * n a i + a 2 C08 a i) cos 9>i + a s s ^ n Vi 

(25) ^ = — (a x sin a t + a 3 cos a x ) sin q> x + a z cos qpj 



= 1 C d& 
^ l sin a x J Hin qp 



Analoge Gleichungen gelten natürlich für das zweite Profil. Für 
eine kreisförmige EingrifFlinie erhält man die besondere Verzahnung, 
welche sphärische ZyJdoidenverzahnung genannt wird. Diese Bezeichnung 
kann aber auch für den Fall einer allgemeinen Eingrifflinie beibehalten 
werden. * 

§ 7. Darstellung der sphärischen Zahnprofile als Evolventen. 

Um die Profile als Evolventen zu erhalten, führen wir an Stelle 
von E' ein neues System E" ein, welches mit E' die Achse X' als 
Achse X" gemeinsam hat, um diese Achse aber gegen E' derart drehbar ist, 
daß die Ebene X"Y" bestandig die feste Achse X enthält. Diese 
Bewegung erhält man aber aus der allgemeinen Bewegung eines Systems 
durch die Spezialisierung 
(26) ^«0, ^' = 0. 
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Die Winkelgeschwindigkeit cd" von E" hat daher in E und E" die 
Komponenten 

P t = q>' p x =* cos fry' 

(27) Q x = — sin qp#' g x — — sin #9' 
JB X — cosoptf' r^d' 

Gegen die beiden Systeme E x und 2? 2 besitzt E" zwei Polachsen 
m x und w 2 und um jede derselben eine bestimmte Winkelgeschwindigkeit. 
Die Komponenten derjenigen an m 1 sind 

o,' 

■P» = ?>' - ^COBOi = 9' - cotgo,^ 

(28) Qu « _ 8in 99 - + ^ sin o, = ^ *' 
Bn — cos y • #'. 

Desgleichen besitzt die Winkelgeschwindigkeit an der Achs m 2 die 
Komponenten: 

^u = 9>' + »i cos «, = <p' - cotg o, gTn9) 

(29) Q» sin <p»' + <n, cos *, = ^ <►' 

.R^ = cosqpfl"'. 

Es ist aber 

(30) _= «cotg<p, 

d. h. die Achsen m 1 und m i liegen stets mit der beschreibenden Achse X' 
in einer Ebene durch die Achse X. Die Spurpunkte M t und M t dieser 
Polachsen in der Kugel liegen also stets auf dem Großkreis OM. Daher 
wird jeder Punkt dieses Bogens in E x und E % zwei Relativbahnen Z x 
und Z % der Kugel beschreiben, welche OM beständig zur gemeinsamen 
Normalen, also M x und M % zu Krümmungsmittelpunkten haben. Jeder 
Punkt von OM beschreibt daher in E x und E 2 zwei Zahnprofile und 
in E die zugehörige Eingrifflinie, währlnd M x und M 2 die allen Profilen 
gemeinsamen Evoluten K i und K % beschreiben. 

Demnach gelten auch für die Kugel die beiden Sätze (IV) und (V), 
welche wir in Form eines einzigen Satzes so aussprechen können: 

Satz IL Bewegt sich ein sphärisches System E" derart in E, daß ein 
Meridian des Systems beständig durch den Berührungspunkt der Teilkreise 
T t und T % der sphärischen Systeme E t und E s hindurchgeht, und werden diese 
selbst dadurch in drehende Bewegung versetzt, daß der Meridian als sekun- 
däre Polbahn auf den sekundären Polbahnen K t und 2T 2 von E x und E± 
abrollt, so beschreiben die Punkte M des Meridians in E eine Schar von 
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Eingrifflinien E, in Z x und 2J 2 aber zwei Scharen äquidisianter Zahn- 
profile Z x und Z %} welche die Polbahnen K x und K % je zur gemeinsamen 
Evolute haben. 

Es ist leicht die Gleichungen dieser Evoluten hinzuschreiben. 
Bedeutet <o xk die relative Winkelgeschwindigkeit von H" in 2 V ist also 



(31) <d u - VPK+ÖK+ Ri\, 

so sind 

(32) 4-J» Ät = l", J.-^ 

m l k m lk a lk 

die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes 3f x und daher nach (24) 
x xk = A x cos a x — A^ sin «j 
y lt =» (J.j sin a x + ^ cos aj cos y t + -4 8 sin g? x 

(33) ^ t = — (A x sin a t + A^ cos aj sin q> x + .A 8 cos qp x 

^* Binc^J Hin qp 

die Gleichungen der Evolute K x bezogen auf das System 2? r 

Geometrisch werden die Krümmungsmittelpunkte aus dem Pol P' 
sehr einfach erhalten. Der Pol P' selbst ist der Schnittpunkt der 
sphärischen Normalen der Eingrifflinie in M mit der Normalen zum 
Meridian OM in 0. Verbindet man P' mit O x und O a je durch einen 
Großkreisbogen, so schneiden diese Bogen aus dem Meridian OM die 
Krümmungsmittelpunkte M x und M % heraus. 

Diese Konstruktion ist auch für die Kugel der geometrische Aus- 
druck der Savaryschen Formel. Bedeuten nämlich 

» x — OM x und # 2 — 0M % 
die sphärischen Radienvektoren der Krümmungszentra M x und M v so ist 

cotgft,- 3^ - = t gq >l,- c -^, 

cotg * t - t P%k _ - tg 9 £ + «** "*- . 

Bedeutet andererseits X den sphärischen Abstand des Poles P auf 
O x O s von 0,- so ist 

(35) cotg k — ^ = cotg 6* cos y — |r sin qp. 

Die Elimination der Quotienten %-, aus dieser und den beiden 
Formeln (34) liefert die Formel von Savary für die Kugel: 
cotg X + cotg a x — (cotg # — cotg ft^ cos q> 
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oder 

( 36 ) 5"kp - t^öö; Ä (tgOT ~ %om) cos v 

und 

cotg A — cotg a 2 = (cotg A — cotg A 8 ) cos 9 

oder 

( 37 ) tifOP ~~ FgÖÖ, "" (t^Olf ~ JjfÖMJ C0S **> 

welche die Punkte M 1 und Jtf 2 einzeln bestimmen. 

Subtrahiert man beide Gleichungen voneinander, so erhält man 
die Beziehung zwischen M x und Jf 2 selbst in der weitem Gleichung: 

( 38 ) te Ol ~ ig 0, = (tg ÖM X ~ fcO Jtf f ) C ° S *' 

Von praktischer Bedeutung ist auch hier der Fall, in welchem 
die Schar der Eingriff linien E identisch ist mit dem Meridian OM 
selbst. Die Profile Z± und Z 2 sind dann sphärische Kreisevolventen 
und man kann daher diese Art der Verzahnungen überhaupt sphärische 
Evolventenverzahnungen nennen. 1 ) 

§ 8. Die übrigen Verzahnungsarten. 

Das geometrische Prinzip, nach welchem die noch in Betracht 
kommenden Verzahnungsmethoden erhalten werden, ergibt sich in 
Analogie zu § 4 auch für die Kugel aus der Betrachtung des geodäti- 
schen Kontingenzwinkels und des Bogenelementes der Zahnprofile. Be- 
deutet Pi f k die Projektion der Winkelgeschwindigkeit w lk nach der 
Achse X", so ist 

(39) P;* = «iPi t + «»Gi t + <vR» 



1* 

_ / . sin 0" cos <p - 
COS 



_ , , sin 0" cos cp — cotg cl. cos # -, 
^ ' sin qp 



Demnach ist der geodätische Kontingenzwinkel des Profils Z x 

/if\\ 7 r>" j± o. ^ 1 sin ^ COS qp — cotg or, COS # , A 

(40) dx l = P lifc d* = cos &d<p + nS^ - 

Bedeutet ebenso #'* die Projektion der Winkelgeschwindigkeit w lk nach 
der Achse Y", so ist 

also mit Berücksichtigung der Gleichungen (28): 

, A ^ ,,» • cl ' 1 coBfrcoBqp + cotgaj sinfr A , 

( 41 ) &* - - sin #(p + - sk ~ A . 

1) Nach (21) wird mit <p = a=const. die zugehörige Wälzungskurve die sphärische 
logarithmische Spirale 

*(f)~r. «•<*«. 
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Demnach erhält man für das Bogenelement des Profils Z x den Aus- 
druck: 

(42) rf*- Q[' k dt - - B in»d<p + ^ C0 J"? + £***?* *».*) 

Wenn der Kontingenzwinkel dx x verschwindet, so ist das Profil Z x 

ganz oder teilweise ein Großkreis der Kugel. In diesem Falle ist die 

Eingrifflinie E definiert durch die Bedingung: 

~ , . sin & cob qp — cotg er. cos #■ , - ~ 
cos frdw H ?—. -^— * dft *= 0. 

x ßin q> 

Bedeutet # die Integrationskonstante, so lautet die endliche Gleichung 
der Eingrifflinie 

(43) cos & cos q> + cotg a x (sin d — sin # ) = 0. 

Wir betrachten zunächst den Fall, in welchem d verschwindet. Die 
EingrüFlinie hat dann die Gleichung 

(44) tg # = — tg a t cos qp. 

Sie ist also der Ort der Fußpunkte aller Lote, die von O x auf die 
Meridiane durch gefällt werden können, also kein Kreis mehr, wie 
in der Ebene, sondern eine Raumkurve vierter Ordnung erster Art. 
Aus der Gleichung (44) folgt zunächst 

sin ofj cos fr 



sin q> = — 



Es ist daher 
also 

somit 



V \awccj 

cp« = •. / . = arcsm ( . - ) , 

X1 sin «j / sin qp \8in tty/ 7 

sin # = sin c^ sin q> t , 

COS# = ^iSf\)y 

l o. • sing?. , 

tgfr-sina,-,- =-tg ßl 



cos <p = — - cos a. —r, N . 

COS Cp, 






1) Bezeichnet also q 1 den sphärischen Krümmungsradius des Profils Z 1 , 
so ist: . *t\km» \ 

tg,,-£i=tg»> — 8m * ' 



d%l (*'- C ^»')+tg»cotg 9 <r ' 

\ sin <p / 

also unter Berücksichtigung von (29) und (34) 

tg^^tg^ — fr) d.h. ft-**,-*, 

wodurch bestätigt wird, daß Jf, der Krümmungsmittelpunkt von Jf ist. 
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Man erhält demnach für die Koordinaten von M in E: 

/AtL\ */ \ sin'cp. sincp.coB®. 

(45) o^zffo), a % sm^cos^-^J, öj-Bm«, — 3fer 

Die Substitution dieser Werte in (25) ergibt somit als Gleichungen 
des Profils Z x \ 

t A n\ COBOf. COBOp, A 

Es ist also in der Tat das Profil der Großkreisbogen OO v Wir haben 
daher den Fall der sphärischen RcuiialflanJcenvertfahnung. 1 ) 
Wenn dagegen in der Gleichung der Eingrifflinie 
cos 0- cos <p + cotg a t (sin & — sin # ) — 
die Eonstante fr nicht verschwindet, so geht die Eingrifflinie unter 

1) Aach die Gleichung der Wälzungskurvt TP, welche auf dem Teilkreis T x 
Abrollen muß, um den Großkreis OO l zu erzeugen, kann leicht bestimmt werden. 
Der Winkel t/> ist bestimmt durch die Gleichung 






Setzt man also 



ain-O" 

-£— - — sin Vl , 



so wird 






_0 
cos 



also 

qp = am (—5- — ) • 
^ l \cos uj 

Demnach wird die Gleichung der Kurve W zunächst 

/ V \ 

\COS CtJ COtg g t 



tg fr = sin c^ 



VcOSÄj/ \COSffj / 

wo K das vollständige elliptische Integral 1. Gattung bedeutet Dem Winkel 
^«r entspricht aber eine Symmetrieachse der Kurve TP, welche somit durch 



den Winkel 



% 



bestimmt ist. Zählt man also den Polarwinkel u von der Symmetrieachse aus, 
indem man setzt 

« = ^o — * 

so wird die Gleichung der Wälzungskurve W 



ctg# = tga. cn ( ) ■ 

^ ^ * \cosccJ 
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n 



einem von - verschiedenen Winkel <p durch die Zentrale, der durch 
die Gleichung m ^ _ ^ ^ a{n ^ 

bestimmt ist. Das Zahnprofil Z x ist dann derjenige Großkreis, der 
normal zur Tangente der Eingrifflinie in steht. Wird also das 
Profil Z t um O x gedreht, so ist jetzt die Eingrifflinie der geometrische 
Ort der Fußpunkte der Lote aus auf alle Lagen von Z x Die Ver- 
zahnung ist also das Analogon zur Geradflankenverzahnung der Ebene. 
Wenn endlich das Bogenelement ds x verschwindet, so reduziert 
sich Z 1 auf einen Punkt und wir haben die sphärische Punktverzahnung. 
Die Eingrifflinie ist bestimmt durch die Bedingung 

o. J cos # cob cp + cotg cc t Bin d , Ä /x 
Bin # dop ?-+- — 8 — l - dfr — 0, 

x gm 9 ' 

deren Integral lautet: 

(47) sin # cos qp *= cotg a x (cos fr — cos # ) . 

Die Eingrifflinie ist also wieder ein aus dem Punkt X beschriebener 
Kreis E vom Radius i^, wo 

cos Rq = cos fl^ cos # 
ist 

Es ist ferner die Wälzungskurve W der Teilkreis T x selbst, wodurch 
sich erklärt, daß das Profil Z x punktförmig sein muß. Das Profil Z, 
wird eine sphärische Epitrochoide. 

Für # =■ fallt der Kreis E mit dem Teilkreis T x zusammen 
und es ergibt sich die Möglichkeit, nach Satz II eine neue Verzahnung 
zu erhalten. Vergrößert man alle durch gehenden Radien & von T x 
um denselben Betrag £, so erhält man als Eingrifflinie eine sphärische 
Pascalsche Schneclte, während die neuen Profile Z x und Z % ' Äqui- 
distanten der alten werden. Insbesondere ist Z x ein mit dem sphäri- 
schen Radius b um den Punkt Z x beschriebener Kreis und es kann daher 
die Verzahnung als sphärische Triebstockverzahnung bezeichnet werden. 

Aus der vorstehenden Darlegung geht hervor, daß sowohl in der 
Ebene als auf der Kugel alle bekannten Verzahnungsarten einzig aus 
den Bedingungen hervorgehen, welche der Eingrifflinie auferlegt werden 
können. Es ist daher zu erwarten, daß im Falle der Verzahnung der 
Hyperboloidräder die Eingriffsfläche im Räume die analoge fundamentale 
Bedeutung für das Verzahnungsproblem haben werde, welche der Ein- 
grifflinie für die zylindrischen und konischen Räder zukommt. 

Dresden, im April 1907. 
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Der Ereisscheibenträger. 

Von Baurat Adolf Frangke in Alfeld a. d. Leine. 

I. Die allgemeine Differentialgleichung der elastischen Verbiegung. 

Sei eine Kreißscheibe (Fig. 1) gleichmäßig am Rande aufgelagert, 
dann gelten — bei vollkommener Symmetrie in bezug auf den Mittel- 
punkt und Ursprung — die Gleichungen: M =» 2n x. m\ Q ■= 2n x. q, 
wenn Q und M Querkraft und Moment des ganzen Kreisschnittes 

2xxh,q und m die entsprechenden Kräfte der 
Längeneinheit bedeuten, und ferner gilt stets die 
Momentengleichung der elastischen Biegung y : 

=*■ 2 ** EJ U — *i 



Pig.l. 



s/g — ., 



WO 



also J= 12 das Trägheitsmoment der Längen- 
einheit bedeutet. 

Die fernere, für den Tragbalken übliche 
Gleichung d J£ = - Q; ^ q würde für 

den Ereisscheibenträger nur sehr angenäherte 
rechnerische Bedeutung haben und muß — 
für eine richtige Darstellung des Verlaufes 
der inneren Kräfte — entsprechend ergänzt 
werden, weil die Wirkung der Ringkräfte 
nicht vernachlässigt werden darf. 

Durch die Betrachtung eines Durchmesser- 
Schnittes, der, z. B. bei Punktlast P in 0, 
augenscheinlich das statische Moment der 
Auflagerkräfte einer Hälfte als innere Kraft aufzunehmen hat, wird 
erkannt, daß Ringmomente a, aber — wegen der vorausgesetzten voll- 
kommenen Symmetrie — keinerlei Ringschubkräfte auftreten. 

Der zu den Ringmomenten a zugehörige Krümmungshalbmesser p 
ist gleich der Seite des im Ringe 2%x von den Normalen der Fläche 
der elastischen Verbiegung gebildeten Kreiskegels und hat mithin, mit 

bezug auf die Kleinheit des Zahlenwertes ,— den Wert: 




x 

*~ dt 

dx 
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und also hat das Ringmoment der Längeneinheit a den Zahlenwert: 

EJ dy 

*** x dx 

Betrachten wir (Fig. 2), den Kreisausschnitt OAA des kleinen 
Winkels cc, so unterscheidet sich dieser Träger charakteristisch von 
dem einfachen Dreiecksträger lediglich dadurch, daß die Seiten OA durch 
die Ringmomente a heiastet sind. Die Ebene dieser Momente bildet 

den Winkel 90 — ^ mit der Trägerachse, und wir er- Fig. 2. 

halten daher durch Betrachtung eines Elementes dx djjjfjt^r 

dieses Tragers die Gleichung des Momentenzuwachses: * ^fl 



^dM= — £ Qdx + 2adxsin | A, 

oder 

Jt__dM^ «^ ß 2EJ dy . a A 

2n dx ö 2w " ^ x ' dx ' 8m 2 ' 



bjj»** 



Für genügend kleines a ist a = 2 sin — und mithin, da -7— 
= — 2ä g ist, gilt die Differentialgleichung: 

* ' dx x dx ma 2*r 

Indem die Querkraft Q, nach dem jeweiligen Kräftebilde, als gegebene 
Abhängigkeit von x dargestellt wird, kann diese Gleichung I als die 
allgemeine Differentialgleichung für das Gesetz des Verlaufes der 
elastischen Verbiegung aufgefaßt werden. 

IL Anwendungen. 

Ist die Höhe h der Scheibe und also J unverändert, so gilt mit- 
hin die Differentialgleichung: 

P*) EJ \ X dx* + dx* - X ~di J ~ SF 

oder 

<Py , d*y _ 1 dy Q 

dx*^ dx* x dx 2* EJ 

Indem ein Einzelwert y — a? für die linke Seite der Gleichung den 
Wert ergibt: n*(n — 2)af" 2 , so entspricht der Differentialgleichung 

"(-s+s-iÄ)- 

die allgemeine Integrallösung: 

y — C x + C % x 9 + C s log. nat. x 

17* 
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und diese Losung enthält mithin und stellt stets dar die drei willkür- 
lichen Integrationsfestwerte der allgemeinen Lösung der Gleichung Ia 
für den Fall Q — f(x) verschieden von 0. 

1) Volle Belastung p. 

Für Q = pitx* gilt die Gleichung: 






und, da -p — für x = ist, gilt die Lösung: 
oder, weil y = ist am Auflager für x =- r: 

.«*«'»- — 2 — + ~6i — 

Die einzige Unbekannte dieser Gleichung, das Biegungsmoment m 
im Mittelpunkt, wird bestimmt durch die Art und Weise der Lagerung 
des Tragerrandes. 

Bei freiem Aufliegen ist EJ-r\ ■= für x «* r, also m^ = jäP* 1 

8 

— -jj— • P, wenn P = ^»r* die Gesamtlast ausdrückt und es gilt die 



6-6*»+ J) 



64» 



Gleichung der Verbiegung: EJy =p { — ~r — ~ — } — P • 

Da m EJ ~* t - * J- (r* - s 2 ) ist, so ist der Wert m - j~ 

zugleich der maßgebende Wert für die Bestimmung der erforderlichen 
Plattenstarke h. Ist 6 die zulässige Spannung, so kann mithin A nach 
der Formel bemessen werden: 

<* • t =- 75— °der * ==■ run d 0,6 1/- • 

Diese nämliche Formel darf man auch für praktische Falle mit hin- 
reichender Genauigkeit und Sicherheit beibehalten für quadratische, an 
den Rändern freiaufliegende Platten, wenn unter P=-jp&* die gesamte 
auf die quadratische Fläche der Seite b bezogene Last verstanden wird, 
weil das Biegungsmoment m im Mittelpunkt für diesen Fall naturge- 
mäß zwischen dem entsprechendem Werte des umschriebenen und des 
eingeschriebenen Kreises liegt: 

S> 1 J , ->i£ i *>>*»>*- 
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Wäre im anderen Falle der Rand völlig undrehbar eingemauert, so 
de, fttr 
Gleichung: 



würde, fÄr ^--0 für x — r, der Wert m = —^ und mithin die 



EJ V - ^^! gelten. 



Weil aber völlige Undrehbarkeit in der Wirklichkeit niemals völlig 
erreichbar ist, vielmehr bei Bindung des Kämpfers in der zwischen 
Kämpfermoment m und Kämpferdrehung <p bestehenden einfachen Be- 
ziehung B <p =- ± m dem Werte J3, welcher das widerstehende Wider- 
standsmoment des elastisch gebundenen Kämpfers für die zwangsweise 
Drehung q> — 1 ausdrückt, niemals ein oo- großer Wert zugesprochen 
werden darf, so erhalten wir, bei zwangsweiser Bindung des Auflagers 

aus tp - ± ~ ; 5-^; ^<p = ±Xm den Wert: 
und mithin 

^*¥ i — r+i — "* — äi^ — / 

und es entspricht der unveränderliche Wert X dem elastischen Werte 

JEJ 

— g> für das Kämpfermoment 1, wobei der Sonderwert X — oo die freie 

Drehbarkeit, X — den in Wahrheit nie erreichbaren Grenzfall der un- 
drehbaren Einmauerung darstellt. 

2) Einzellast 

Für Einzellast P im Mittelpunkt gilt die Differentialgleichung: 

EJ { *3 + 3 - i S) ~ Ä mit der I*t*graU«sung: 
irr*/ F7« Ca? * P * M * 

oder, weil y = für x => r: 

^y § + ^ 

Die Unbekannte c dieser Gleichung wird auch hier bestimmt durch das 
Verhalten des aufgelagerten Bandes. 

Bei freier Auflagerung gilt der Wert: 

c — — - • { 3 + 2 I r } und mithin die Gleichung: 
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während die allgemeinste Darstellung, wie in dem vorhergehenden Falle 
gegeben wird durch die Betrachtung elastischer Einspannung bei den 
Werten Bg> — ± m 



m mir , 



EJ 



EJy 



c (1 + i) -^ • (l + 2 Jr + A (3 + 2 ?r)} 

£-{ (' + "% 1 l\t"' ) )<-' 1 -^+('->*-'-<*->) 



Fig. 8. 



und es stellt auch hier l — <x> die freie Auflagerung, k — die völlige 

Undrehbarkeit dar. — 

3) Gleichmäßige Belastung des Innenkreises. 

Sei, Fig. 3, lediglich der innere Kreis des 

"" ^L Halbmessers c gleichmäßig mit p belastet, 
dann gilt von x — bis x — e die Differential- 
gleichung: 



i 



»(•S + S-saf}-» 



mit der zugehörigen Integralgleichung: 




(I) 



EJ=EJy - 



ipX* i jpg 4 

2 "*" 64 > 



während auf der unbelasteten Ringfläche, also 
von rr==c bis a? — r die Gleichungen gelten: 

F Tlr*-* jl. *1 _ IUI - iL 

= unverändert =» ^-, 

(II) JBJ«-^ + 4I-* + ^+*£.*»I.* 
oder, day — OfÜr#«-r ist: 

EJy - ^(ig + J, • p=^ + «V • ix - rV • r). 

Die vier Unbekannten, y , m , ^, ^ sind bestimmt durch den 
Zwang der Übereinstimmung der aus den beiden verschiedenen GHei- 

oliMtlKnn für x — e fließenden Werte y, -p und j~ } sowie durch die 

Hilf iIIp Art und Weise der Auflagerung bezügliche allgemein aus- 
KuUiUokti» Bedingung: 



Ijü, Äfür^ 

r aa dx* 



r. 
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Aus der Gleichheit der Werte -£, ^ für x 
Gleichungen: 



dx> dx* 



e erh&lt man die 



-»o+^-^ + ^+'-rW-o+V 



Fig. 4. 



wodurch, f&r J, - f£- t -*£ {3 + 2lr) , 



woraus durch Abziehen der Gleichungen voneinander der Wert gefunden 
wird A x « ^| • 

Sei nun z. B. die Auflagerung frei, so gilt für k — oo die Gleichung 
j-? = ftr x — r und mithin ist: 

± i+A ,+*£\$ + 2lr), 

die Glei- 
chung II vollständig festgestellt ist durch den Ausdruck: 

<n> wb-gM + ^l 

Für genügend kleine, verschwindende Werte c 
erhalt man daraus für xc*p = P die oben für Punkt- 
last P abgeleitete Gleichung und man erkennt, daß für 
nicht verschwindende Werte c der erste Wert der 

rechten Seite — ^rU • ^ + " ä~t~ } ^ e Abschwächung 

der elastischen Durchbiegung im Vergleich mit kon- 
zentrierter Punktlast darstellt, und durch Ableitung 
der Gleichung (II) erhalt man das von einer auf den kleinen Angriffs- 
kreis c verteilten Einzellast P im Angriffspunkt erzeugte Biegungsmoment: 





pc* r 7 r , r 1 — c'l P f 7 r , r" — e" 



4r» 



4) Kegelförmige Belastung. 

Sei, Fig. 4, p -°p [l Tfl*) so iBt: 

und es gilt die Differentialgleichung: 

EJ \ x dx-* + dx> - xdxl - Poy -JPo^r 
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mit der Integrallösung: 

EJy - E Jy - — + — -- Po . 6f(6 _ 2) 
oder, da y — für x — r 7 



Fig. 5. 



EJy 



m^r'-x*) p (x*-r*) 



+ J 
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: +♦*!££) 



Für freie Auflagerung wird: 

3jp r' __ 4fljp r» 
16 46 ' 



fn n 



EJ 



O 



während allgemein, bei elastischer Bindung — 9? « — A m, 
sich der allgemeine Wert ergibt: 

m ° ^ r ll6(l + X) 46ÖT+X)/ 

5) Parabolische Belastung. 

Sei, Fig. 5, 1? — p (l T Ö^), dann gilt die Diffe- 
rentialgleichung : 



M-S+S-iä-*!* 1 "**} 



mit der Integrallösung: 



EJy 



= w»(r» — s») jp (s 4 -r«) 



-ÖPo 



e 6 — r« 



Fig. 6. 



TT^ 



2 ■ 64 w **16.36-r f 

und mit dem allgemeinen Werte m : 

^ «o(l + *)-A j^— +0 — - 96 

fWürtirttttttiff 6 ^ Der Scheibenträger mü MÜtdstMmng. 

Sei der Soheibenträger der Fig. 6 gleichmäßig 
mit p belastet und im Mittelpunkt durch die Kraft 
K «^ tyy des elastischen Auftriebes einer Mittel- 
stützung gestützt, so geht die Differentialgleichung: 

* J \ X dP + dx* xdxl ~ «S 
über in die Gleichung: 

F7U^J- d, *_i!?l $** _ & _px* ^y 
^•'l^daj'^ä* 1 tfdsj 2 2*"~ 2 2* 




mit der Integrallösung: 



wx M 



EJy-EJy --~+<^- 



px* _ il >y .x*lx 
8* 



oder, weil y — für x — r; 




Fflr y — y ist x > 
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und mithin: 
\ipl.r 2EJ\ 
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1*1. r 2.K 
M^i r « |+ m 0- 82 

Eine zweite Gleichung zur Bestimmung der Unbekannten y , oder 
K — #y , und u; wird gefunden durch die Bedingung des Verhaltens- 
des innern Biegungsmomentes am Rande. 

Bei freier Lagerung ist dieses Moment gleich und mithin: 



?y (3 + 2lr) 8pr» 

8i +«*- iß ; 



Fig. 7. 



18» "^ ^ r« J 



bpr* 
82 



woraus folgt: 

Für * « <x>, y — 0, *y - K er- 
halten wir feste Stützung mit den Werten: 



a= 



J<- c-f-c 4 



12 



»S- : 



16 



- rt) +£{lr-lx} 



8p(* f — r") , öpr 1 ,, 7 v 




16 

Schreiben wir der in Wirklichkeit 
nicht als mathematische Punktlast auf- 
tretenden Stützung den Wirkungskreis c 
zu, so erhalten wir: 

««I^c 16 48 \C/ 

7) Ringlast. 

Sei, Fig. 7, die Gesamtlast P gleich- 
mäßig im Ringe des Halbmessers c verteilt, dann gilt für den Innen- 
kreis, also für Werte x = bis x =» c die Differentialgleichung: 

o) »('S+s-sa- 

mit der Integrallösung: 

EJy - tfcfy, - m£ • 

Im Außenring, also für Werte x = c bis x = r gilt die Differential- 
gleichung 

w> *'(«S+S-i2)-K 

mit der allgemeinen Integrallösung: 

EJy - J + ^,? • x 4- J, • ^ + ^ • *,**, 
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woraus durch Ableitung folgt: 

Für x = c ist 

_^-M, + *{2ic + 3} m,. 

Durch Zusammenzählen ergibt sich: 

J, + £{!•«+ 1}--«», 
durch Abziehen: „ t 



8« 

Bei freier Auflagerung gilt ferner die Gleichung: 
= -4_ + ^+* (3 + 2*r) 

und mithin ergibt sich, da y = fiir a? =» r, für Strecke II die Gleichung 
der Durchbiegung: 

«■r-ac+^+c^-a}. 

aus welcher beispielsweise die Gleichung des Biegungsmomentes folgt: 

8) Der Sdieibenträger mit nach der Hyperbel anwachsendem Trägheits- 
moment. 

Ist die Höhe h z der tragenden Scheibe veränderlich nach dem Gesetze 

K Ä äT/— , so wächst das Trägheitsmoment nach dem Gesetze J 9 = J-- 9 

V X X 

wobei h, J die festen Werte des Randes bedeuten, und die allgemeine 
Differentialgleichung der Verbiegung nimmt für diesen Fall die Form an: 

d*y l <*y = Q 
dx* x* ' dx 2nEJr' 

Weil ein Einzelwert y — a* ab Wert der linken Seite dieser 
Gleichung den Ausdruck liefert: 

«(»* - 3« + 1)«— - .(. - 8 -+/>) (» - ^)*- J , 
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Fig. 8. 



so werden die drei willkürlichen Integrationsfestwerte, welche der 

Losung der Gleichung -—[ f -^ = entsprechen, gegeben in dem 

Ausdruck: 

3-^5 8 + ^6 

y~A + A x x 2 " + A^x » . 

Ist nun, Fig. 8, der die Last P in übertragende Pfeiler des 
Halbmessers c mit der Kreisscheibe aus einem Guß gefertigt, dann 
würde auf der Strecke von 
£»0 bis x=>c mit einem 
konstanten, in bezug auf 
die übrigen Werte des 
Trägheitsmomentes sprung- 
weise machtig angewachse- 
nem Werte des Trägheits- 
momentes zu rechnen sein. 
Der Einfachheit der Dar- 
stellung zuliebe wird man 
es jedoch vorziehen, in 
solchem Falle stetig nach 
dem einfachen Gesetze der 
Hyperbel durchzurechnen 
von x — bis x =- r und 
erhalt für P — Q — un- 
verändert aus der Diffe- 
rentialgleichung : 

rjd \dx % x*dx] inr 
das allgemeine Integral: 

3-J/5 

EJy^A. + A 1 x * 

3 + ^ 6 

+ A^x » 



+ 6Ä* 



dy 




Weil y- = ist für 
dx 

x = 0, so ist A x — zu 

setzen und man erhält für freie Auflagerung des Randes die Gleichung 

der elastischen Verbiegung: 



ÄTjr-J 






2 + ^6 



+ 



6r 
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aus welcher sich beispiels- 
weise der Wert des Bie- 
gungsmomentes w ergibt 

-w.3-'-e)«3 

-»-der 3 - 1 ! 

9) Der Scheibenträger mit 
nach der Hyperbel wachsen- 
der Hohe. 

Ist Fig. 9 A # - *Q, 

so ist J* - J £ und man 
erhält aus der Differential- 
gleichung: 

S* 3«* ~~ * 8 ä*" f * 4 d * 

P 

~~2*#Jr 8 ' 

weil ein Sonderwert jf*^ 
als Wert der linken Seite 
dieser Differentialgleichung 
den Ausdruck liefert: 






( ._o)(._'+^)(»-^^-'. 



5-VlS 5 4-/13 



Ps 5 

2*r 8 -5a' 



**- x - mwl für den Fall freier Auflagerung des lUndes 
*r «fetitisctan Verbiegung sich ergibt: 



>-> -:{"- 



r an»« 



io,6 + syis 

5-VT* 



30 r 8 



-sie) -'I- 
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Zur Anwendung der Znfallskriterien. 

Von Otto Meissner in Potsdam* 

Die Anwendung der Zufallskriterien 1 ) auf die Fehler einer Beob- 
achtungsreihe oder auf eine andere zu untersuchende Reihe von 
Zahlenwerten, gibt zwar keinen entscheidenden Aufschluß über das Vor- 
handensein systematischer Fehler, wohl aber Anhaltspunkte über die 
Wahrscheinlichkeit von systematischen Einflüssen. Man darf deshalb 
den Wert derartiger Kriterien im Einzelfalle nicht überschätzen. Wenn 
auch mit 90% Wahrscheinlichkeit eine systematische Fehlerursache 
angezeigt wird, so kann man daraus doch noch nicht schließen, daß 
die gerade vorliegende Beobachtungsreihe tatsächlich solchen Dehler- 
einflössen unterliegt. Das wird wohl nicht immer völlig nach Gebühr 
gewürdigt 

Systematische Fehler, z. B. ein bei Reduktion von Beobachtungen 
nicht eingeführter, aber in merklicher Größe vorhandener Temperatur- 
koeffizient, werden im allgemeinen auch periodisch auftreten, d. h. bis 
zu einem Maximum wachsen und dann wieder abnehmen. Andernfalls 
sind sie eben von den zufalligen Fehlern nicht zu trennen, z. B. wenn 
im angeführten Falle die Temperatur stark, aber unregelmäßig ge- 
schwankt hat. Schließlich wirkt ja auch jede .Fehlerursache syste- 
matisch, aber wenn sie unregelmäßig auftritt oder mit nach andern Ge- 
setzen wirkenden Fehlerquellen von gleicher Größenordnung ist, so 
nehmen die von ihr hervorgerufenen Fehler den Charakter von „zu- 
falligen" Fehlern an. 

Die Zufallskriterien geben somit ein Maß für die Wahrscheinlich- 
keit, ob in einer gegebenen unregelmäßigen Reihe Periodizität vor- 
banden ist. (Einer regelmäßigen Reihe sieht man die Periodizität ohne 
weiteres an). Es kann jedoch eine kritiklose Anwendung der Zufalls- 
kriterien unter Umständen zu Irrtümern führen. — Wenn eine Reihe 
periodisch sein soll, so muß diese Periode sich doch auch zeigen, wenn 
man nur einen Teil, sagen wir die Hälfte der Reihe, benutzt. Denn 



1) Vgl. Helmert, Über die Genauigkeit der Kriterien des Zufalls bei Be- 
obachfongsreihen; Sitz.-Ber. der math.-phys. Klasse der Berl. Akad. der Wissensch. 
▼. 25. Mai 1906. 
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ein periodisches Glied kann man in erster Annäherung immer durch 
ein Sinusglied darstellen. Die Zufallskriterien müßten demnach, wenn 
sie für die ganze Reihe Periodizität wahrscheinlich machen, dies auch 
für einen herausgegriffenen Bruchteil der Reihe tun. Ein einfaches 
Beispiel zeigt, daß dies nicht immer der Fall zu sein braucht. 

Die Reihe laute: a, a . . . (? malj, a + 2k> a + 2k. . . (gleichfidls 
- mal). Es werde auf sie das Abbe sehe Kriterium angewandt. Be- 
zeichnet man die Fehler mit e v e 2 usw. und setzt A — [«?], B — [{ß 9 — * v _ 1 ) f ], 

C= — [sj], so lautet das Abbesche Kriterium 
yn 

ja 

A- — — (mit dem mittleren Fehler C [Helmert a. a. O.]). 

Da das arithmetische Mittel der Reihe, bei der alle Glieder gleiches 
Gewicht haben sollen, — a + k ist, ist 

A-nk % , JB— 8fc 2 , 

A-* - (n - 4)*«, C = Vn~i*. 

Für Werte von n > 9 ist stets A - y > C, und der Unterschied 

wächst mit wachsendem n immer mehr. Für n — 36 z. B. ist 

-4— y=32A; 2 , C nur «* 6A; 2 . Man würde hieraus also mit großer 

Wahrscheinlichkeit auf das Vorhandensein einer Periode schließen. Gleich- 
wohl wird man eine derartige Reihe doch kaum als periodisch be- 
zeichnen. In der Tat, wendet man etwa auf die erste Hälfte die 
Kriterien an, so wird A = und B = 0, d. h. es ist keine Periode da, was 
man natürlich bei dieser idealisierten Reihe sofort sieht. In Wirklich- 
keit kommen zwar derartige Reihen selbstverständlich nicht vor, viel- 
mehr sind stets noch zufällige Fehler da, die ein Hin- und Herschwanken 
der Werte verursachen. Wendet man nun auf derartige Reihen ein 
Zufallskriterium wie das Abbesche an, so wird eine Periodizität vor- 
getäuscht, die nicht vorhanden ist. 

Als Beispiele mögen zwei Tabellen dienen, die die stündliche Ver- 
teilung von Menschen gefühlter Erdbeben angeben, und zwar enthält I. 
die in der Schweiz von 1880 bis 1891 gefühlten Beben, H. die in 
Italien und den Alpengebieten vom X 1900 — VH 1905 gefühlten 
Bodenbewegungen. Beide Male erhält man eine große Wahrscheinlich- 
keit für Stattfinden einer Periode, wenn man das Abbesche Kriterium 
auf den ganzen Tag anwendet, eine sehr kleine, wenn man Tag und 
Nacht gesondert behandelt. 





Von Otto Meissner. 
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n. 




h 


Betanzahl 




h 


Bebeozahl 







43 







56 




1 


39 




1 


54 




2 


44 




2 


75 




3 


48 




3 


59 




4 


46 




4 


54 




5 


41 




5 


57 




6 


27 . 




6 


44 




7 


21 




7 


39 . 




8 


11 




8 


41 




9 


10 




9 


45 




10 


11 




10 


47 




11 


19 




11 


36 




12 


10 




12 


41 




13 


10 




13 


41 




14 


11 




14 


40 




15 


9* 




15 


32 




16 


11 




16 


32 




17 


20 




17 


34 




18 


15 




18 


27* 




19 


13 




19 


38 




20 


19 




20 


49 




21 


37 




21 


36 




22 


33 




22 


52 




23 


37 




23 


56 




Summe 


585 




Summe 


1085 




Dies geht klar 


aus folgender 


Übersicht hervor 










A 


B 




C 




h — 23 h 


4366 


1372 


+ 3680 


892 


I. Schweizer Beben 


6 h — 20* 


148 


270 


+ 13 


40 




21 h — 5 k 


158 


178 


+ 69 


56 




1 »— 23 h 


2817 


1900 


+ 1867 


546 


n. ItaL Beben 


6 h — 21 h 


524 


788 


+ 130 


131 




22 h — 5 h 


367 


764 


-15 


130 



In beiden Fallen ist also während der Nacht und während des 
Tages, d. h. der hellen Tageszeit, Iceine — oder so gut wie keine — 
Periodizität erkennbar. Dagegen ist die Anzahl der Beben in den 
Nachtstunden größer als in den Tagesstunden, was zumal bei den in 
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-der Schweiz gefühlten Beben, weniger bei den italienischen, hervortritt. 
Die Ursache kann nur eine subjektive sein: im Tagealarm überhört man 
leichter schwächere Beben oder hält sie für Wagengerassel und da- 
durch bedingte Erschütterungen. In der Nacht verschloß zwar wohl 
mancher ein leichtes Beben, wer aber wacht — und meistens werden 
in der betreffenden Gegend immer wenigstens ein paar Leute wachen — 
fühlt in der Stille der Nacht bei horizontaler Lage auch ganz leichte 
Erschütterungen. Daß in Italien auch am Tage relativ viele Beben 
gefühlt werden, mag daran liegen, daß die Erschütterungen meist starker 
sind. Auch wird die Bevölkerung oft, zumal nach Katastrophen, gewisser- 
maßen nervös und achtet auf die leisesten Stöße; es ist durchaus nicht 
immer der Fall, daß sie sich daran gewöhnt und schwache Beben gar 
nicht weiter beachtet. 

Jedenfalls scheinen mir diese Beispiele geeignet, nachzuweisen, daß 
man gut tut, die Zufallskriterien außer auf die ganze Reihe der zu 
untersuchenden Zahlenreihen auch auf Teilreihen anzuwenden. Erhält 
man dabei sehr verschiedene Wahrscheinlichkeiten für das Vorhanden- 
sein einer Periodizität, so ist diese mehr als fraglich und eine weitere 
Untersuchung nötig, deren Einzelheiten sich je nach dem Material 
werden zu richten haben. 

Potsdam, 24. April 1907. 



Die sogenannte Reaktion der ausströmenden Flüssigkeiten. 1 ) 

Von Geh. Baurat Pfarr, Professor an der Technischen Hochschule in 

Darmstadt. 

Die Ausflußöffnung f 2 des runden Gefäßes mit gerader senkrechter 
Achse in Fig. 1 sei vorerst geschlossen und das Gefäß bis zur Höhe h r 
mit Flüssigkeit gefüllt. Vom Eigengewicht des Gefäßes abgesehen, 
haben in diesem Zustand die Tragstützen ein Gewicht G gleich dem 
des Flüssigkeitsinhaltes zu tragen. 

Wird der Ausflußquerschnitt f t freigegeben und das Gefäß dabei 
•derart nachgefüllt, daß es auch dann noch die Füllungshöhe h r bei- 
behält, so findet erfahrungsgemäß eine Abnahme der Stützenbelastong 
statt Der Verringerungsbetrag jß, die für die Beschleunigung der 

1) Es handelt sich nicht tun neue Tatsachen; immerhin glaube ich, daß die 
hier entwickelte, meines Wissens noch nicht eingehend dargelegte Anschauung zur 
Klärung des Begriffs der sog. Beaktionskrafte beitragen dürfte. 
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Flg. 1. 



durchfließenden Flüssigkeit verwendete Kraft, stellt sich in bekannter 
Berechnungsweise auf 

(i) *-^K -*,)(**), 

worin q das sekundlich das Gefäß durchströmende Flüssigkeitsvolumen, 
y das Gewicht der Volumeinheit, v t die Ausflußgeschwindigkeit und 
v t die Geschwindigkeit darstellt, mit welcher das nachfüllende Wasser 
drucklos den Einfüllquerschnitt f t in seiner ganzen Ausdehnung durcheilt. 

Die Stützen- 
belastung hat bei 
geöffnetem Aus- 
fluß nur noch den 
Betrag P=G-R 
und die Größe R 
wird als Reak- 
tionskraft der aus- 
strömenden Flüs- 
sigkeit definiert. 

Solange der 
Querschnitt f % ver- 
schlossen ist, herr- 
schen in derruhen- 
den Flüssigkeit 
statische Einheits- 
drücke, proportio- 
nal der Tiefe y 
unter dem Flüssig- 




Rmgf/äche d,/* 



zunehmend, die sich als entsprechende Normalpressungen 
auf die Gefaßwände äußern; die Summe der vertikal abwärts gerichteten 
Komponenten dieser Drücke auf Wände und Bodenverschluß entspricht 
dem Gewicht des Gefäßinhaltes. 

Nach dem Öffnen von f t und bei eingetretenem Beharrungszustand 
haben sich die Einheitsdrücke im Innern der Flüssigkeit, also auch 
die Normaldrücke gegen die Gefäß Wandungen, auf bestimmte Beträge 
vermindert, weil den gegen die Ausflußöffnung hin abnehmenden Quer- 
schnittgrößen folgend, die Umsetzung der Druckhöhen in Geschwindigkeit 
vor sich geht. 

Die als Reaktion des ausfließenden Wassers bezeichnete anscheinende 
Kraftäußerung ist nichts weiter als die Folge des Nachlassens dieser statischen 
Normaldrücke gegen die Gefäßwände. Der Betrag der Reaktionskraft nach 
Gl. 1 läßt sich nämlich im Einzelfalle ohne weiteres zahlenmäßig aus 

Zeitschrift f. Mathematik u.Phymik. 56. Bind. 1908. Heft S. 18 
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dem Wegfallen des Druckes auf die nunmehr freigegebene Bodenfläche 
f % und aus dem Betrag der Verminderung in den Tertikai abwärts ge- 
richteten Komponenten der Wanddrücke feststellen. Aber auch in ganz 
allgemeiner Weise kann diese Berechnung als gültig bewiesen werden; es 
ist nur die Differenz zwischen den Vertikaldrücken auf die Gefäßwände für 
das unten verschlossene (G) und das geöffnete Gefäß (P) zu bestimmen. 

Unten geschlossenes Gefäß: Tragstützenbelastung G gleich dem Gewicht 
des ruhenden Flüssigkeitsinhaltes. 

Wir denken uns den Gefaßinhalt in zwei Teile zerlegt, in den 
über f 2 Fig. 1 stehenden Zylinder vom Rauminhalt f % • h r und den diesen 
umschließenden Hohlraum bis zur Gefäßwand, mit dem Rauminhalt im 
Betrage yssÄr 



fy ■ *f> 



worin y den Abstand vom oberen Flüssigkeitsspiegel, df die Horizontal- 
projektion der Ringfläche des Gefäßes zwischen den Tiefen y und y + dy 
liegend, bedeutet. Wie sich zeigen wird, ist es für den allgemeinen 
Nachweis nicht nötig, daß die Beziehung zwischen y und dem zugehörigen 
df, d. h. der Verlauf der Gefäßform, überhaupt bekannt sei. 

Das Gewicht des Gefäßinhaltes ist dann allgemein anzuschreiben als: 

(2) G-ffK-y + Y-fydf. 

y = 

Der erste Posten des Gefäßinhaltes kann in einfacher Weise durch 
die Geschwindigkeiten ausgedrückt werden, wie sie sich nachher beim 
geöffneten und dauernd nachgefüllten Gefäß einstellen werden. Hierzu 
ist nur nötig, die Beziehung aufzustellen, wie sie beim durchströmten 
Gefäß von gegebenen Endabmessungen f t und /j zwischen v ly v % und h r 
besteht. Für ideelle Verhältnisse, Abwesenheit aller Reibungs- und 
Wirbelverluste gilt bekanntlich 

<*) V-*- 

und außerdem kann geschrieben werden 

Nach Einsetzen in Gl. 2 erhalten wir damit als Belastung der Trag- 
stützen bei geschlossenem Auslauf 

W «-V-^ + r •/»•*■ 
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Gefäß geöffnet, stetiges Nachfüllen. Die Öffnung f % ist freigegeben, 
also ist vor allem der vorher auf den Verschluß wirkende Bodendruck 
f% ' K ' y g* 112 weggefallen, mithin nicht mehr in Rechnung zu stellen. 

Die zuerst durch die Tiefe y gegeben gewesene Einheitspressung 
(Druckhohe y) an der Gefäßwand vermindert sich, der nunmehr an 
dieser Stelle herrschenden Geschwindigkeit v entsprechend* in bekannter 
Weise gemäß der Bezeichnung in Fig. 1 auf die Druckhöhe von ideell 

Nach abwärts äußert sich auf die Ringfläche df nur noch d$r 
Druck h - df- y und die Summe der abwärts gehenden Achsialdrucke, 
die Tragstützenbelastung des Betriebes, stellt sich demgemäß auf 

h r A^. h r 

(5) P - y -fh *df=y -fy -df-y -f^ • df. 



Für den Zwischenquerschnitt f und die zugehörige Geschwindigkeit 
v besteht die ganz allgemeine Beziehung: 

fv=*f 1 -v 1 =*q=. Konst., 

mithin ergibt sich /"= -, wobei es gleichgültig ist, ob /"als ebene oder als 

irgendwie gewölbte Querschnittsfläche aufgefaßt werden soll; ferner ist 

f-dv + v-df=0, 

woranB ., , dv dv 

df--f- v =-q- v *' 

Als Beziehung für die Tragstützenbelastung bei geöffnetem Gefäß 
ergibt sich dann, weil df in sich gegenüber dv negativ ist: 

P = y.Jy.df-q.yJ- ig • ^ • 

Vi 

Nach Auflösen des zweiten Integrals findet sich die (gegenüber 
G verminderte) Tragstützenbelastung P zu: 



(6) P =y.fy.df- q ~ 



*9 



Die Verminderung der Tragsttitzenbelastung von G auf P berechnet 
sich dann auf Grund der Abnahme der Gefäßwanddrücke in achsialer 
Richtung aus Gleichung 4 und 6 zu 

** «b i *9 + *9 I 9 (s l)} 

genau entsprechend der Reaktionskraft R nach Gl. 1. 

18* 
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Für das freie Ausströmen einer Flüssigkeit aus einem Gefäß mit 
gerader senkrechter Achse ist also das Auftreten der sogenannten 
Reaktionskraft einfach zu erklären aus der Verminderung der hydro- 
dynamischen gegenüber den hydrostatischen Druckhöhen gegen die Gefäß- 
wände, speziell gegen die Vertikalprojektionen der einzelnen Ringflächen 
df. Die Verminderung von G auf P wird hie und da, fälschlich, der 

Fig. 9. 




=4- 



\h.yMr 



\f r rVt 



y i 






Jc^ 




r*y 



Wirkung einer Gegenkraft zugeschrieben, während es sich gegenüber 
dem Ruhezustand tatsächlich nur um das Nachlassen der vom Wasser 
gegen die Gefäßwände geäußerten Druckkräfte handelt. 

Aber auch für jede andere Art der Wasserzu- und -Ableitung gilt 
die gleiche Erklärung, beispielsweise für das unter Druck h x nachgefüllte 
und gegen die Druckhöhe h % ausgießende Gefäß von der Eigenhöhe h ry 
Fig. 2, wie nachstehend erläutert. 

Unten geschlossenes Gefäß. Hier stellt sich bei gleicher Teilung 
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des Gefäßraumes wie vorher die Tragstützenbelastung ein im Betrage 
ähnlich Ol. 2 

ö -A(*, + *,) • r + 7 f(K + y)-df-f t -h t - y , 



oder nach Fig. 2 k 

G-f i .H-y + y.f(h 1 +y)-df. 



Euer ist es erforderlich, H durch v % und v x auszudrücken; für das 
Durchfließen des Gefäßes gilt, analog Gl. 3, für ideelle Verhältnisse: 

(7) t^-h + K-h,-!!, 

sodaß aus Gl. 7 mit f % = — , ähnlich Gl. 4, als Tragstützenbelastung für 
das Gefäß mit geschlossenem Auslauf folgt 

(8 ) a^%ij.<=A + r .C^ + 9) . df 



*-V'^ + '/fc + '>-' 



Gefäß geöffnet, stetiges Nachfüllen. Vor allem entfällt der vorher 
auf den Bodenverschluß gerichtet gewesene resultierende Druck f t 'H>y f 
und an die Stelle der ruhenden Druckhöhe A x + y tritt laut Fig. 2 bei 

ideellem Betrieb , i 

i i i v — v i 

h-^+y- — •• 

Der auf die horizontale Ringflächenprojektion df entfallende Druck 
h • df • y ist dem eben genannten Werte entsprechend anzusetzen, also 
beträgt die Summe der Drücke auf die Gefäßwände in senkrechter 
Richtung nach abwärts und bei geöffnetem Gefäß 



(9) 



P=y.jh-df-y.f(h l + y).df-yj v -^df- 



Die zur Umformung der GL 5 verwendeten Beziehungen bilden 
hfer die Gl. 9 um in 



» x 

und nach teilweiser Integration in 

(10) P - y .f(h x +y)df- *-' ( "'^. 
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Hier ergibt sich die Verminderung der Tragstützenbelastung, auf 
Grund der Abnahme der Gefäßwanddrücke berechnet, mit Hilfe von 
Gl. 8 und 10 als 

v t l 2g 2g \ g ^ * J/ > 

gleich wie vorher. 

Da in den beiden betrachteten Fällen die nicht integrierten Teil- 
posten von G und P, welche von der Gefaßform (y und df) abhängen, 
för die Ermittlung von G — P = R aus der Rechnung fallen, so ist 
erwiesen, daß die Art des Überganges zwischen den Querschnitten /i 
und f v also die Gefaßform, auch wenn R aus der Minderung des Druckes 
auf die Gefaßwandungen berechnet wird, keinen Einfluß auf die resul- 
tierende Größe von R ausüben kann. 



Flg. s. 



Die von denselben Gesichtspunkten ausgehende Berechnung ergibt 
bei einem Gefäß mit gerader, wagrechter Achse Fig. 3 und 4 den 
gleichen Betrag des Kräfteunterschiedes G — P = R der sogenannten 

Reaktionskraft in 

Richtung der 
Achse. 

Natürlich ist 
im Falle der Fig. 3 

die Resultierende 

der Betriebsdruck- 
krafte (P) von 
anderer Größe und 
Richtung als bei 
Fig. 4, doch liegt 
dies in der ver- 
schiedenenAnord- 
nung begründet. 

Vy/////y/////^///y////////// ///////// / Bezeichnet G 

hier den in der 

Achsenrichtung, also diesmal horizontal, auf das Gefäß mit geschlossenem 
Austrittsquerschnitt f s wirkenden Druck der ruhenden Flüssigkeit, P den- 
jenigen bei geöffnetem Austrittsquerschnitt, so ergibt sich für das ins 
Unterwasser getauchte Gefäß nach Fig. 3 (/ 2 geschlossen). 

oder auch in bekannter Weise umgeformt 




(ii) 






17 v\ — v\ 



2<? 



, rechtsgehend. 
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Bei freigegebenem Durchfloß steht auf einem über der wagrechten 
Gefaßachse liegenden, unendlich kleinen Stückchen der Gefaßwandung 
die Druckhöhe von innen her: 

„i * 

*i -■ *i — K r — l und Ton außen h a -= \ — h r , 

also ist die resultierende Druckhöhe , 

Ton links nach rechts wirkend anzusehen. Der gesamte Axialdruck P 
stellt sich dar als 

P-y.Jh.df-y JH. df- Y .J V ---- g * ■ if. 




W///////////S//////////////M/////S////W//J////////;/;. 



Durch Integration und Umformung wie vorher ergibt sich dann 
für das Gefäß nach Fig. 3 

( i2) p.tjr&z^)« 

rechtsgehend, und die Größe des Verminderungsbetrages (Reaktionskraft) 
aus Gl. 11 und 12 

Für das im Oberwasser stehende Gefäß, Fig. 4, findet sich 



oder auch 
(13) 



G = ?- 7 • 



1 S 



~ 7 • - g — i rechtsgehend. 
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Das Gefäß nach Fig. 4 zeigt mit freiem Durchfluß in der Hohe h r 

über der wagrechten Gefäßachse gegen die Gefaßwand von innen her 

i v * 

die Dmckhöhe h t = /^ — h r — — - — - und von außen her h a = ^ — h r . 

Die resultierende Druckhöhe ist also 

(d. h. von rechts gegen links wirkend) und demgemäß wird hier 

(M) ,— r .ft^. v —v*g.r, 

d. h. die Resultierende P der inneren und äußeren Wanddröcke geht 
hier im Gegensatz zu Fig. 3 der Fließrichtung entgegengesetzt, also 
links. Das Gefäß würde, wenn es nicht durch seine Schrauben an der 
Behälter wandung festgehalten wäre, infolge des äußeren Überdruckes 
auf seine Wandungen gegen das Oberwasser zurückgezogen werden. 
Die Größe von R ergibt sich aber wie vorher auch zu 



Für ein Gefäß mit gekrümmter Achse, d. h. mit beliebig zueinander 
geneigt stehendem Ein- und Ausflußquerschnitt ist die vorgeschilderte 
Anschauungs- und Berechnungsweise natürlich ebenfalls zutreffend, wie 
dies noch kurz an dem in Fig. 5 dargestellten Rohrkrümmer mit ver- 
engtem wagrechtem Ausfluß gezeigt werden soll. 

Bei geschlossener Ausflußöflhung f % ist G = in Richtung des 
Ausflusses, horizontal, verstanden. 

Für das geöffnete Gefäß finden sich die in der Horizontalen wirken- 
den Kräfte wie folgt: 

Der Rohrkrümmer habe durchweg gleichen Querschnitt, f u sodaß 
auch die mittlere Geschwindigkeit i\ zwischen dessen Beginn und Ende 
gleich bleibt; die Ablenkung betrage 90°. Unter diesen Verhältnissen 
empfangt der Krümmer von dem durchströmenden Wasser Ablenkungs- 
drücke gegen die Außenwand gerichtet, deren Resultierende durch den 
Krümmungsmittelpunkt geht und den Ablenkungswinkel (hier' 90°) 
halbiert. Die Komponenten dieser Resultierenden in wagrechter (links- 
gehend) und in senkrechter Richtung stellen sich nach bekannter 
Berechnungsweise auf je: 
(15) P, -W . Vi 



Von Pf abr. 



281 



Die linksgeliende Horizontalkomponente der Ablenkungsdrücke wird 
bei einem Rohrkrümmer, der ohne Verengung mit dem Querschnitt f x 
schon ausgießt, hier und da falschlich auch als sogenannte Reaktions- 
wirknng erklärt 

Über die eigentlichen in Frage kommenden Wasserdruckkräfte 
in wagrechter Richtung ist folgendes zu sagen: Die gesamte axiale 
Druckwirkung auf die Innen- und Außenwände des verengten Mund- 
stückes ist oben nach Fig. 3 schon ermittelt als 

(12) 



Pf _ ?_? ÖlzJi) 1 rechtsgehend. 



Hierzu kommt dann noch auf die dem Krümmerende gegenüber 
liegende Projektion von f x (innere Krümmerwandung) in achsialer 



Fig. 5. 




Richtung der Druck /^(A x + Ä r ) • y linksgehend, und auf die Außenseite 
der Druck f x • ä 2 • y in entgegengesetzter Richtung, zusammen also 
/i(*i + K — *i) = fx ' H * V linksgehend. Dieser Betrag läßt sich, wie 
vorher, auch schreiben als 



(11) 



«•y »5 — »! 



*g 



, linksgehend. 



So sehen wir drei Kräfte in der Horizontalen, die ihren Richtungen 
gemäß zusammengestellt, die Resultierende P liefern als: 



*9 



i\ — 



87 «i — »i 
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woraus 

<16) *--¥■*, 

hier also ist P linksgehend. Die durch die Freigabe von f % und die 
innere Druckabnahme verringerte, aber immer noch rechtsgehende Druck- 
kraft P 2 auf das Mündungsstück , Gl. 12, wird durch die überlegenen 
linksgehenden Kräfte, speziell durch die gegen die Innenwand des 
Krümmers tätige, aus der äußeren Niveaudifferenz H folgende Druck- 
kraft P 8 =/i • H- y überwunden. Die relativ kleine Komponente des 
Ablenkungsdruckes kommt dann auch noch mit dazu. 

Senkrecht nach abwärts haben die Befestigungschrauben des Krümmers 
mit verjüngtem Auslauf die Ablenkungskomponente P x = — • v t dazu 

den Druck f X 'Hy auf die Projektion des Eintrittsquerschnittes vertikal 
abwärts gegen die Krümmerwand auszuhalten. 



Zum Schluß sei noch bemerkt, daß die Berechnung der sog. Reaktion? 
kräfte an sich fast immer bequemer mittels der allgemein üblichen dyna- 
mischen Gleichungen geschehen wird, wenn auch das Wesen und die 
Äußerung dieser Kräfte auf der Verminderung der Gefaßwanddrücke 
beruht. Nur in Einzelfällen kann von der Feststellung der verminderten 
Wanddrücke nicht abgesehen werden, wie z. B. bei drehbaren Turbinen- 
leitschaufeln, vgl. Pfarr: „Die Turbinen für Wasserkraftbetrieb", S.348u.f. 



Ans den Vorlesungen Josef Petzvals über Ballistik. 

Ein Beitrag zur Geschichte der Ballistik. 

Nach Bruchstücken eines Manuskriptes und Vorlesungsheften 
zusammengestellt 

von A. v. Obermayer in Wien. 

(Mit einem Titelbild und 7 Abbildungen.) 

Die Vorträge, welche Josef Petzval an der Wiener Universität 
über Mechanik zu halten pflegte, hat er zu Ende der sechziger und 
zu Anfang der siebziger Jahre des vorigen Jahrhunderts auch auf 
Ballistik ausgedehnt. Es mögen ihn dazu teils seine Beziehungen zu 
österreichischen Artillerieoffizieren, teils Versuche angeregt haben, welche 
er mit einem nach seiner Angabe konstruierten Gewehre anstellte. 
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Er legte seinen theoretischen Darlegungen das von Euler an- 
gegebene biquadratische Lufbwiderstandsgesetz zugrunde, schrieb aber 
die Bestimmung der Konstanten desselben dem russischen Ballistiker 
General Majewski zu. Er beschränkte seine Entwicklungen auf flache 
Flugbahnen und leitete für diese, wie Feldmarschall - Leutnant Nie. 
Freiherr v. Wuich angibt, zum ersten Male die Kongruenz der Flug- 
bahnen und die Zulässigkeit des Schwenkens der Bahnen ab. Die durch 
die Integration der Differentialgleichungen gewonnenen Resultate richtete 
er zur tabellarischen Berechnung ein, und schloß daran die Ermittlung 
der Aufsatzhöhen für verschiedene Wurfweiten. Diese Vorlesungen 
wurden mit Auseinandersetzungen über innere Ballistik abgeschlossen. 

In dem von Dr. Ermenyi erworbenen schriftlichen Nachlasse von 
Petzval hat sich die Niederschrift eines Bruchstückes einer Einleitung 
zu den Vorträgen über Ballistik und die Ableitung sämtlicher Formeln, 
samt den früher angeführten Beweisen der Kongruenz der Flugbahnen 
und des Satzes vom Schwenken der Bahnen vorgefunden. 

Mehrfachem Wunsche folgend habe ich es hiermit unternommen, 
diese, mir von Dr. Ermenyi überlassenen Bruchstücke nach stenographi- 
schen Aufzeichnungen aus dem Jahre 1869 zu ergänzen. Es sind mir 
dabei von Nutzen gewesen: Eine Tabelle, welche Petzval für den 
horizontalen Wurf im widerstehenden Mittel berechnet hatte und mir 
zur Abschrift überließ, dann eine von ihm angefertigte Zeichnung 
einiger Flugbahnen und der Aufsatzhöhen für einen Kugelstutzen. 

Der auf die äußere Ballistik bezügliche Teil der Vorlesungen ist 
dabei ausführlich dargelegt; den auf die innere Ballistik bezüglichen 
Teil glaubte ich nur kurz skizzieren zu sollen. Petzval hatte den- 
selben auch mehr vom praktischen Standpunkte aus behandelt. Die 
innere Ballistik befand sich zu jener Zeit überhaupt erst im Anfange 
ihrer Entwicklung. Die grundlegenden Versuche von Abel und Nobel 
über das Schießpulver waren erst 1868 begonnen, und die Methode 
zur Ermittlung der Vorgänge im Innern von Feuerrohren ist erst kürz- 
lich in Angriff genommen worden. 

Ein historisches Interesse glaubte ich daher hauptsächlich den 
Petzvalschen Entwicklungen über äußere Ballistik zuschreiben zu 
können, wenngleich seine Ansichten über innere Ballistik manches Ori- 
ginelle enthielten. 

Einleitung. 1 ) 

Das Problem des Widerstandes, den ein geworfener Körper in der 
Luft erleidet, ist ein sehr altes, und man suchte es so wie sich dies 



1) Nach dem ersten Teile des vorerwähnten Petzvalschen Manuskriptes. 
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auch tob selbst versteht anfanglich durch Betrachtungen populärer 
Natur zu lösen. Man sagte beiläufig: Dieser Widerstand kann nur ab- 
hängig sein von der Gestalt des bewegten Körpers, von dem Quer- 
schnitte, mit welchem derselbe die Luft durchschneidet, von der 
Geschwindigkeit seiner Bewegung und von den Eigenschaften des wider- 
stehenden Mittels als da sind Dichte, Flüssigkeit usw. Verdoppelt man 
die Geschwindigkeit, so muß der bewegte Körper nicht nur die doppelte 
Masse Luft von ihrer Stelle verdrängen, sondern er muß dies auch mit 
doppelter Geschwindigkeit tun, wozu der vierfache Kraftaufwand er- 
forderlich ist. Der Luftwiderstand ist daher, unter übrigens gleichen 
Umständen dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional, kann also 
wiedergegeben werden durch eine Formel: 

W=Afv\ 

allwo W der in Rede stehende Widerstand, v die Geschwindigkeit, f den 
Querschnitt bedeutet, mit welchem der Körper die Luft durchschneidet, 
A aber einen konstanten Koeffizienten vorstellt, der einerseits von der 
Gestalt des Körpers, andrerseits aber von der Beschaffenheit der Flüssig- 
keit abhängig ist, in der die Bewegung stattfindet. Diese Formel ist in 
der artilleristischen Praxis auf eine etwas zu harte Probe gestellt worden, 
und hat sich für große Geschwindigkeiten v nicht bewährt, indem man 
fand, daß der Luftwiderstand nicht wie das Quadrat der Geschwindig- 
keit^ sondern viel rascher wachse. Piobert hat daher von den Experi- 
menten Dr. Huttons Gebrauch machend, gefunden, daß wenn man der 
zweiten Potenz der Geschwindigkeit noch ein der dritten Potenz der- 
selben proportionales Glied hinzufügt, eine Formel erhalten wird, welche 
die gesamten Ergebnisse dieser Experimente genau genug wiedergibt; 
die Formel nämlich: 

W = • 030/t>*(l + ßv) 

die für Projektile von sphärischer Gestalt gültig ist. Didion hingegen 
vermeint für Körper von derselben sphärischen Gestalt die hiervon 
einigermaßen abweichende: 

W-0>O2fv*(ßv) 

setzen zu sollen. Beide Formeln sind demselben Übelstande unter- 
worfen: Sie ändern nämlich den numerischen Wert, wenn v das Zeichen 
ändert. Dies ist sozusagen eine Blöße, die sich die Analysis nie gibt. 
Es wird mithin nie eine gründliche mathematische Theorie geben, die 
darauf zu führen vermag. 

Dies ist vielleicht der Grund, der den russischen Offizier Majewski 
veranlaßte, nach eigenen sehr sorgfaltigen Experimenten, angestellt 
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ebenfalls mit sphärischen Projektilen, folgende andere Formel auf- 
zustellen: 



w-o. oi»av(i + f£f). 



Endlich hat man es noch für gut befunden, die zweite Potenz der 
Geschwindigkeit ganz wegzulassen und den Luftwiderstand bloß der 
vierten Potenz proportional zu nehmen; also ein W wie 

W-Afv* 

zu statuieren. Von den Urhebern aller dieser hypothetischen Formeln 
behauptet ein jeder: daß die seinige allen Anforderungen des Dienstes 
im ganzen Umfange der artilleristischen Praxis vollkommen entspreche. 
Woran auch innerhalb gewisser Grenzen, und bei dem geringen Grade 
der Genauigkeit, der sich auf diesem Felde erreichen läßt, kaum ein 
Zweifel obwalten dürfte; denn es tut dies beinahe jede Formel, ohne 
Ausnahme, und zwar um so genauer, eine je größere Anzahl zweck- 
mäßig bestimmbarer Koeffizienten darin enthalten sind. Also den An- 
forderungen des Artilleriedienstes dürfte bereits vollkommen und mehr- 
fach Genüge geleistet sein. 

Betrachtet man hingegen die Angelegenheit vom wissenschaftlichen 
Standpunkte, so sieht man vorerst ohne Mühe und sehr klar ein, daß 
doch ein und derselbe Koeffizient: der der zweiten Potenz nämlich, nicht 
gleichzeitig alle möglichen Werte von Null an bis 0-030 annehmen 
kann, daß mithin von den angeführten Formeln entweder die Mehrzahl 
oder alle falsch sein müssen. Überhaupt ergibt sich aus mehrseitigen 
Erwägungen, daß das Problem des Luftwiderstands durch die bisherigen 
Bemühungen der Ballistiker ohngeachtet des bedeutenden Pulverver- 
brauches nicht nur als nicht gelöst, sondern als noch nicht einmal in 
Angriff genommen zu betrachten ist. Man weiß nicht einmal, welche 
Eigenschaften der Luft und sonstigen physikalischen und mechanischen 
Faktoren das Zustandekommen dieses Widerstandes bedingen und noch 
viel weniger in welchem Maße. 

Die weiter folgenden Aufzeichnungen beziehen sich, nach allgemeinen 
Betrachtungen über die flüssigen Körper auf die molekulare Konstitution 
der Materie und auf die Bedingungen der Stabilität. Da dieselben un- 
vollendet abbrechen und dadurch eine Verbindung mit dem Probleme 
des Widerstandes gegen die Bewegung in flüssigen Körpern fehlt, sind 
dieselben hier nicht weiter mitgeteilt. Es ist, nach einer Bemerkung 
in den Vorträgen über innere Ballistik, zu vermuten, daß aus jenen Aus- 
einandersetzungen der Schluß gezogen wurde, daß die Flüssigkeitsmole- 
küle sich in einem Gleichgewichte von außerordentlich geringer Stabili- 
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tat befinden, daß sich aber diese Definition doch nicht mathematisch 
ebensogut fassen laßt, wie etwa die Eigenschaft der Flüssigkeiten, den 
Druck nach allen Seiten hin gleichmäßig fortzupflanzen; daß man infolge- 
dessen auf die Aufstellung empirischer Formeln angewiesen bleibt 

Der schiefe Wurf im widerstehenden Mittel. 1 ) 

Das Widerstandsgesetz. Unter allen bisherigen Annahmen über 
das Gesetz des Widerstands, den die atmosphärische Luft einem ge- 
worfenen Körper entgegensetzt, ist wohl diejenige die naturgemä&este, 
und mit der artilleristischen Erfahrung am meisten übereinstimmende, 
die den analytischen Ausdruck dieses Widerstandes W zusammenfügt 
aus zwei Gliedern, einem mit dem Quadrate und einem mit der 4. Potenz 
der Geschwindigkeit v, nach einer Formel von Euler wie 

(1) W-Av*(l + £j- 

Nach den sorgfältigen Versuchen Majewskys sind allhier: 

(2) A = • 012 a = 200 

und für diese Koeffizientenwerte bedeutet W den Widerstand in Kilo- 
grammen, den eine Kugel von einem w* Querschnitt, die mit der in 
Metern gegebenen Geschwindigkeit v in Bewegung gesetzt wird, in der 
Luft erleidet. Hatte die geworfene Kugel einen Halbmesser q in Metern, 
so mußte man diesem Ausdruck den Faktor %% % hinzufügen, wo 
% «— 3 • 1415926 ist. Für eine von der sphärischen verschiedene Ge- 
stalt des Projektiles erhalten die Koeffizienten A und a andere Werte. 
Der Faktor itQ* wird aber stets hinzugefügt und deutet den kreis- 
förmigen Querschnitt des Projektiles an, mit welchem derselbe die Luft 
durchschneidet. Es besteht demnach für sphärische sowohl, wie auch 
für andere z. B. oblonge Projektile mit kreisförmigem Querschnitt ein 
Luftwiderstand W gegeben durch die Formel: 

(3) W-x?Av'(l+ , £} 

in Metern und Kilogrammen und dieser stellt eine Kraft dar, deren 
Richtung mit der Bewegungsrichtung zusammenfällt, aber derselben 
entgegengesetzt ist. 

Die Differentialgleichungen für den schiefen Wurf im widerstehenden 
Mittel. Unter Voraussetzung dieses Luftwiderstandsgesetzes suchen wir 
die Gesetze der Bewegung eines geworfenen Körpers, annehmend, daß 

1) Nach dem zweiten Teile des Petzvalschen Manuskriptes, dieses durch 
Abbildungen ergänzt. 
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sonst außer der Schwere keine beschleunigende Kraft vorhanden sei, 
man mithin berechtigt ist, anzunehmen, die Bahn dieses Körpers liege 
in einer vertikalen Ebene, derselben, in welcher auch die anfängliche 
Bewegungsrichtung gelegen ist. Diese Vertikalebene wählen wir zur 
Koordinatenebene der xz und ziehen in derselben die Achse der x hori- 
zontal, die Achse der z vertikal, also mit der Richtung der Schwere 
parallel. Wir setzen ferner voraus, der Körper werde mit der Anfangs- 
geschwindigkeit c unter dem Winkel a mit Yi x 
der horizontalen Achse der x emporge- 
schleudert und beschreibe in der Zeit t den 
Bogen OM=S (Abb. 1) der Kurve OMA, 
die seine Flugbahn genannt wird. Die 
Funktionen von t betrachteten Koordinaten 

des erreichten Punktes M seien x und z, so sind die Kräfte, mit deren 
Hilfe die Strecke x in horizontaler und die Strecke z in vertikaler 
Richtung von einer Masse m beschrieben werden können, beziehlich 

d*x d*z 

m dt*> m dt*' 

Andererseits aber sind es nur zwei Kräfte, die auf die Bewegung 
des Projektils Einfluß nehmen, nämlich: 

1. der Luftwiderstand W, der im Punkte M mit der Tangente der 
Flugbahn zusammenfällt, also die folgenden zwei Komponenten bietet: 

-W**, -w* e , 

ds ' ds' 

von welchen die erste horizontal, die zweite vertikal ist. Sie sind mit 
dem negativen Zeichen zu versehen, da sie der Richtung der positiven 
Koordinaten entgegenwirken. Die erste dieser Komponenten ist hori- 
zontal, die zweite vertikal. Hierzu kommt noch: 

2. die Schwere, die den vertikalen Kräften beizuzählen und allhier 
durch das Gewicht in Kilogrammen des in der Luft gewogenen Körpers 
auszudrücken ist, weil auch W in diesem Gewichtsmaße gegeben ist. 
Nennen wir dieses Gewicht P, so ist dasselbe gleichfalls mit dem nega- 
tiven Zeichen zu versehen. 

Es ergeben sich hiernach die folgenden Differentialgleichungen der 
Bewegung: 

(4) m dT> = - W ds> m dt' = '- W T>,- :p - 

Es frommt hier, die Masse m ebenfalls durch das Gewicht P aus- 
zudrücken, damit man in den Gleichungen lauter Größen habe, deren 
Umsetzung in Zahlen dem Rechner keine Verlegenheit bereitet. Zu 
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diesem Zwecke nennen wir d den Gewichtsverlust, den das in dar Luft 
gewogene Projektil erleidet und der dem Gewichte des verdrängten 
Luftvolumens gleichkommt, so daß P+d das eigentliche Gewicht dieses 
Körpers im luftleeren Räume darstellt Dasselbe ist ein Produkt aus 
der Masse m in die Beschleunigung der Schwere gegeben in Metern. 
Nennen wir dieselbe g t so ist g -* 9 - 809 und man hat: 

Vermittels dieses Wertes eliminiert man m aus (4) und erhalt: 

v*' dt 9 " P+drf*' dt 9 "" P + Sds P + s' 

Beweis der angenäherten Kongruenz der Bahnen; die Asymptoten. 
Bei jedem etwas komplizierteren Bewegungsprobleme tut man gut, den 
Differentialgleichungen als solchen bereits, und bevor man noch zu ihrer 
Integration schreitet, soviel von den Bewegungseigenschaften abzufragen, 
als sie zu verraten geneigt sind. Wir multiplizieren, diesen Zweck ver- 
folgend, die erste der letztgewonnenen Gleichungen mit da, die zweite 
mit dx und subtrahieren die erste von der zweiten: 

/4 »v dxd*z — dzd*x Pgdx 

w w* ~-p+^- 

Die bekannte Formel für den Krümmungshalbmesser einer be- 
liebigen Kurve, also auch der in Rede stehenden Flugbahn 

— dxd*z — dzd*x 
geht vermöge der Gleichung (6) über in 

w r ± Pg dx Jpg dx 

P+6ds P+Sds 



Aus dieser Gleichung ist Folgendes zu erschließen: 

dx 
Ts 



1. Am Anfange der Bahn im Punkte ist v — c, -p — cos a, mithin: 



P g cos a 
Für a =» *- wird r — oo, also die Bahn des vertikal geworfenen 
Körpers ist geradlinig. Für kleine Werte von a ist 
cos«-l- J + t7i --... 
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wenig von der Einheit verschieden und z. B. für « ä ^, was beiläufig 6° 
entspricht, von derselben um weniger als £o abweichend. Man hat 
mithin für mäßige positive oder negative Werte von a in einem ziem- 
lich beträchtlichen Spielräume 

oder, da d gegen P sehr klein zu sein pflegt, sehr nahe 

vom Richtungswinkel a ganz unabhängig und dem Quadrate der Ge- 
schwindigkeit proportional. Solange die Kurve ziemlich flach bleibt 
und in allen Punkten unter einem mäßigen Winkel gegen den Horizont 

geneigt, kann man auch von -.-- sagen, daß es von der Einheit nur um 

eine kleine Größe der zweiten Ordnung verschieden sei, man also in 
allen Punkten der Flugbahn nahezu 

*"* 9 
habe. Auch dieser Wert des Krümmungshalbmessers ist unabhängig 
vom Richtungswinkel a, weil es die Geschwindigkeit v für wenig gegen 
den Horizont geneigte Bahnen ist, wie später erhellen soll. Da nun 
die Reihenfolge der Krümmungshalbmesser die Gestalt der Kurve bestimmt, 
so sind alle, mäßigen positiven und kleinen negativen Winkeln a entsprechen- 
den Flugbahnen nahezu identisch dieselbe Kurve von verschiedener Lagerung. 
Daher kommt es, daß der Schütze, wenn er einen über seinen Horizont 
etwas erhöhten oder unter denselben etwas vertieften Gegenstand treffen 
will, nicht anders zu zielen braucht, als wenn sich dieser Gegenstand 
in seinem Horizonte selbst befindet 

2, Man kann sich die Flugbahn beiderseits, nämlich von nach 
rückwärts und von A nach vorwärts ins Unendliche ausgedehnt denken; 
so als unendliche Kurve betrachtet, hat sie zwei Asymptoten, zu jedem 
Ende eine, denn der Krümmungshalbmesser r in (7) wird zweimal un- 
endlich, nämlich für 

v = <x> und -j = 0, 

» 
das eine Mal am einen Ende, das andere Mal am andern Ende der 

Bahn. Die zweite dieser Asymptoten ist vertikal gegen dx = 0. Die 

erste ist es nur bei parabolischer Bewegung und ohne Luftwiderstand, 

wie jedoch dieser letztere von Null verschieden ausfällt, neigt sich die 

Asymptote gegen die Achse der x immer mehr um einen Winkel, der 

auf theoretischem Wege aufgefunden werden kann. 

Zeitschrift f. Mathematik u. Phydk. 56. Band. 1908. Heft 3. 19 
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Diese nicht unwichtigen Folgerungen sind noch ganz allgemein und 
von dem Widerstandsgesetze oder der Form der Funktion W un- 
abhängig. 

Die Integration der Differentialgleichungen. Zur Integration der 

Gleichungen soll auf die Form von W Rücksicht genommen werden 

und wir substituieren die Funktion (3) in die Gleichungen (5); diese 

geben: 

d*x v* /- v*\dx 

(9) 

d*t t> f /i , v\dz 

W-'-TV+V'Jd-i-*' 
wobei der Kürze wegen 

gesetzt wurde. Die Homogenei'tät der vorliegenden Differentialgleichungen 
verlangt, daß h ebenso wie g und g' eine Linie sei 

Offenbar ist es vor allem andern von Interesse, denjenigen Teil der 
Flugbahn kennen zu lernen, für welchen -r- wenig von der Einheit 

verschieden ist Dieser ist immlich nur von der Geschwindigkeit des 
Projektils abhängig, von dem Wurfwinkel a hingegen unabhängig, mit- 
hin ein integrierender Bestandteil aller möglichen Flugbahnen, unab- 
änderlich von Gestalt, solange als das Projektil seine Eigenschaften 
beibehält Um ihn in seiner ganzen Ausdehnung kennen zu lernen, 
setzen wir: 

(U) dx-io + e^ds 

und verstehen unter eine Konstante, unter 0' hingegen eine Funktion 
yon s, so daß 

x ~ 0s +Jd'ds 

wird. Dehnen wir dieses Integral aus von x = bis zu x^OA^Xi, 
allwo die Bahn wieder den Horizont erreicht, und bezeichnen wir die 
Länge des Bogens OMA mit ^, so daß sich 

x l =6s l +Je'ds 



ergibt Und nun verlangen wir, daß als Eonstante, 0' aber als Funk- 
tion von t oder 5 so bestimmt werde, daß 
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Xi ^es l 1 ) und fo'd$ = 

wird. 6' muß dann offenbar innerhalb der Grenzen und x x bald positiv, 
bald negativ, immer jedoch entsprechend klein sein und kann vermöge 
dieser seiner Beschaffenheit nur einen sehr geringen Einfluß auf den 
Zustand des Projektils am Ende A der Flugbahn üben, so daß es ge- 
stattet ist, 0' in der Rechnung durch Null zu ersetzen, mithin 
(11') dx - Ods, d*x - 6d*s 

in die erste der Differentialgleichungen (9) einzuführen, die dadurch 
übergeht in 

w £-S~x(»+25 

oder auch nach einer leichten Transformation in 
nv\ vdv vdv _ v *hi v *\ 

Die Differentialgleichung (12) gibt integriert t in Funktion von v; die 
Differentialgleichung (13) integriert hingegen s in Funktion von v, denn 
man erhält aus ihnen zunächst 
(14) <«-- hdv 



•('+3 

/iCN , hvdv a*hvdv 

(15) ds = — 



t7' 



(■+a 



t,»(0« + a i) 



Dann zerlegt man in Partialbrüche: 



■(«+3 



*• a f + t> f 



und multipliziert einmal mit — hdv, das andere Mal mit — hvdv und 
integriert, so erhält man: 

*_* + *an*g-- + C 
Ä, a* + t>» , n 



1) Die Bedeutung dieser Substitution besteht in der Annahme zweier gerader 
Linien OM und MK (Abb. 2) f welche zusammen genommen dieselbe Lange haben 
sollen wie der Bogen OAK, so daß y^ , 

OM+MK=OAK M 

und OK^x l — (fo ist Die gebrochene Linie M K ^sz*****^^ 
ist diejenige, welche an Stelle der krummen Linie 
gesetzt und mit ihr Punkt für Punkt und Linie für 
Linie identifiziert wird. Es kann hiernach unsere Theorie nicht unmittelbar auf 
stark gekrümmte Flugbahnen angewendet werden. 
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C und D sind Integrationskonstanten. Sie werden durch die Bedingung 
bestimmt, daß für t = auch $ = und v = c wird; dies gibt 

C— arctg-, D — — - log ^ 

und damit 

m» «-»6 -7) -J -»St?. 

In diesen Gleichungen ist keine Spur des Wurfwinkels a zu entdecken. 
Die Größe 0, die einzig und hauptsachlich von a abhangig wäre, und 
die wir in die Differentialgleichung einzuführen den Versuch machten, 
ist aus derselben von selbst herausgefallen. Dies beweist offenbar, daß 
die Geschwindigkeit v auch bei größerer Elevation der Flugbahn, z. B. 
bei dem Wurfwinkel a — 30°, noch in sehr geringer Abhängigkeit von a 
stehe und lediglich abhängig sei von den in (16) und (17) vorkommen* 
den Größen, nämlich der Anfangsgeschwindigkeit e, der Zeit t und dem 
Bogen 8. 

Bevor wir zur Integration der zweiten Differentialgleichung schreiten, 
bemerken wir, daß aus dieser bereits erschlossen werden kann: daß in 
dem herabgehenden Aste der Flugbahn die Geschwindigkeit v sich einer 
Eonstanten, also die Bewegung einer gleichförmigen fortwährend nähert 

In der Tat nähert sich in diesem Aste der Bruch j- der negativen 

d*z 
Einheit; die beschleunigende Kraft ^ aber in demselben Maße mit dem 

Ausdrucke 

x(»+3-»' 

der Null, d. h. die Bewegung geht in eine gleichförmige über mit der 
nicht überschreitbaren Geschwindigkeit 



( ig) *_£[_i + yi + *g 

Nehmen wir jetzt die Integration dieser zweiten Differentialgleichung 
(9) in Angriff und führen zu diesem Zwecke eine neue Veränderliche p 
ein, substituierend: 

dz ds dz 

dt~ p Tt> *~2#' 

Hieraus folgt 

d*z d*s , dpds 
dt*~Vdt* + ~dtdi' 
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Substituieren wir diese Werte in die zweite der Gleichungen (9) 
und subtrahieren sodann von ihr die mit p multiplizierte (12), so er- 
gibt sich: 



oder, weil dt=*— ist, 



(20) dp U? 



dp ds , 

1t 'dt g 



g'ds 



v a 



und mit ds aus der Gleichung (15): 

g'hvdv 



dp ■■ 



-'(■+5) 



Für die Zerlegung in Partialbrüche sei 

-('+3' ' 

* t = A - R^ 



«+5 



für v «- 0, A = 1 und damit 



~(«+3' 

wonach mit Berücksichtigung von (15) erhalten wird: 

Die Bestimmung der Integrationskonstanten C folgt daraus, daß 
für / =- 0, t? == c, s « und p — sin a ist. Mithin wird: 

C=sina + |^ 

(22) 1 , = 8in «_JL_(___j + ^ i .„ ä ^ 8m9) . 

Um endlich # zu erhalten, multiplizieren wir diese Gleichung mit ds 
und integrieren abermals, erhalten so zunächst : 

i g' 8 * i g'hs g'h Cds 

.-»sma + ^ + ^-Lj- 

oder da nach obigem (20) 

g'h Cds hp g'h* . g'hs . * , 

besteht, so ist 

, g'hs (1 , 1 \ , g's* g'h 1 , n , 
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Da für t-=0, s = 0, v = c, 2 = ist, wird die Integrationskonstante: 

Const-Q*, 
damit 

(23) ^ssma + Vb + ^j+k-.-Vl^-W' 

Die bisher berechneten Formeln enthalten die vollständige Auflösung 
des ballistischen Problems der Flugbahn mit mäßiger Elevation. Die 
(16) bestimmt die Zeit in Sekunden, binnen welcher die Geschwindigkeit 
von c auf v Meter herabsinkt, die (17) die unterdessen beschriebene 
Bogenlänge s, gleichfalls in Metern, die (22) liefert die Richtung der 

Bewegung am Ende deö Bogens s und der Zeit t, denn p = -p ist der 

Sinus des Winkels q>, welchen die geometrische Tangente MT zum 
Punkte M der Flugbahn mit der Achse der x einschließt; in der (23) 
endlich ist die Gleichung der Flugbahn selbst enthalten. 

Die Grenzen, innerhalb welcher diese Formeln noch brauchbar sind, 
sind keine sehr eng gezogenen und man kann immerhin annehmen, daß 
dieselben, solange als weder sin« noch p — sin 9 den Wert y, also die 
a und qp genannten Winkel 30° nicht überschreiten, bei dem geringen 
in der Ausübung erreichbaren Grad der Genauigkeit, noch genügend 
verläßlich seien. Der bequemen Übersicht halber stellen wir die bisher 
gewonnenen Hauptformeln hier in eine Gruppe zusammen. 

dz , g's g'h/l 1\ 

/o,i\ , 9'hs/l , 1\ . g's* g'htfl 1\ 

(24) g ^ ssma + L^^ + ^ + 9_^9_^___^ 

\v cj a °( 



1 a* + cv 



v* 



,dx 

9 di 

Die Flugbahnkurve des horizontalen Wurfes <üs Hüfskurve. Setzen 
wir in der zweiten und dritten dieser Formeln sin « = 0, d. h. die an- 
fängliche Wurfrichtung horizontal und nennen wir die dieser Annahme 
entsprechenden Werte von p und z beziehlich p' und z', so ist: 

B > 9'hs/l l\,,V O'/l _ 1\ 
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womit man dann hat: 
(26) 



p Ä p' + sin a 
z = z' + 8 sina. 



Flg. 3. 



Die Gleichungen (25) und (26) entsprechen zwar zwei verschiedenen 
Kurven, bei deren einer die Ordinate *', bei der anderen z heißt, jedoch 
besteht die Verschiedenheit weniger in der Gestalt, als vielmehr in der 
Lagerung. Graphisch kann man sich diese Formverwandtschaft so ver- 
sinnlichen, daß man die Gleichungen (25) bezieht auf eine krumme 
Linie OND (Fig. 3). Dreht man diese ohne Formveränderung um 
den Anfangspunkt herum, bis sie in die Lage OMA kommt, so ist 
die Kurve OMA aber, wenn auch nicht in aller Strenge, doch nahezu, 
die den Gleichungen (26) angehörige. Diese Ähnlichkeit besteht selbst 
dann, wenn die OND eine betrachtlichere Krümmung T erhält, der- 
gestalt, daß die zum Endpunkte D gezogene Tangente mit der AbsziBsen- 
achse einen Winkel ein- 
schließt, der 45° übersteigt 
und ist selbst dann noch 
nicht bedeutend gestört, 
wenn dieser Winkel 60° 
erreicht Die Kurve (25), 
d. h. die OND, hört bei 
einer so großen Bogenlänge 
s freilich auf, eine wirkliche 
Flugbahn zu sein, die (26) 

jedoch bleibt bei derselben Bogenlänge s noch immer eine solche, solange 
als weder a noch p = sin tp einen mäßigen Wert wie \ überschreiten. Hieraus 
folgt, daß, wenn man die Flugbahn eines geworfenen Körpers geometrisch 
konstruieren wül, man keineswegs nötig hat, alle die Bahnen, die für 
verschiedene Winkel a aus den (26) hervorgehen, zu verzeichnen, sondern, 
daß man sich auf die Konstruktion der (25) beschränken und diese Kurve 
als Hüfskurve betrachten kann, aus welcher alle möglichen Flugbahnen 
und ihre Eigenschaften abzuleiten sind. Zu diesem Zwecke ist es jedoch 
von Nutzen, die Gleichungen (24), (25), (26) einer angelegentlicheren 
Betrachtung zu würdigen und sowohl über ihre bequeme Verwendung, 
als auch über das Maß ihrer Verläßlichkeit innerhalb gewisser Grenzen 
Aufschluß zu erhalten. Zuvörderst kann bemerkt werden, daß man in 
den Gleichungen (24) und (26) anstatt sin a und sin <p auch die Bogen a 
und q> schlechtweg setzen kann, und dies zwar ohne die geringste 
Aufopferung der Genauigkeit, weil im Gegenteile a und <p richtiger ist 
als sin cc und sin <p. Dies läßt sich auf folgende Weise dartun. Anstatt 
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die «weite der Differentialgleichungen (9) durch Einführung einer neuen 
Veränderlichen p auf Grundlage der (12), die selbst nur näherongs- 
w^tae richtig ist, weil sie aus der angenäherten Voraussetzung dx = 0d$ 
tarcxHgfeht» zu integrieren, verschaffen wir uns lieber eine ganz genaue 
frtiereiitialgleichung aus der ebenfalls ganz exakten (9), die integriert, 
*^wi* die in p, ebenfalls eine Formel für den Winkel tp liefern solL 
VT\r £*hen hierbei yon dem einfachsten Werte für den Krümmungs- 
taltafc««s*r r aus, nämlich: 

r ~~ d<p> 

*vfcA*r r negativ, mithin ds und dtp von entgegengesetztem Zeichen 
*<mw«»ttt, wie dies in der Flugbahn tatsächlich der Fall ist Da 
«Wttlu* dg 

dcpds* = dxd % z — dzd*x, 
v* * tu) man von den Gleichungen (9) die erste mit -r-, die zweite mit 



ds 



w^Ui|4i»ierend und dann abziehend erhalten: 

dxd*$ — dzd % x = — g'dxdt* = d<p • ds*, 

wi4v*lw* fc vU *f — cosqp ist und v % — (~\ gleichbedeutend ist mit 

d<p g'ds 

v ' ( ° coTqp s v* 

miuI U^mhu« durch Integration 

i*dv {* C08<pd<p 1. 1 + simp , Cds 

K ** h J w* <j> ™ J l-sin'ep ~~ 2 ^l^sTi* *" ~~ 9 J *»' 

l*u,u bWuwln (28) und (29) sind noch ganz genau, jedoch von den 
\\y\\w\ i^umnwion (21), (22) unterschieden; alldort steht nämlich 
si \\\\^ • — oosqprfqp anstatt — v , was offenbar zu wenig ist, d<p 
\\M\\v Av\ Wahrheit näher kommen. Dagegen ist aber zu bemerken, 
.!,.iV mm \\v\\ flauen Wert von t? in Funktion des Bogens s nicht 
K i»ul. ^vuUu Mir den aus der Gleichung (17) gezogenen angenäherten: 

i / i i \ V _ i 

xv KU. v \lu* Wirkung der Schwere auf die Geschwindigkeit v des Pr°* 
» v.l.. ^*u«. uuMwtotet läßt Nun vermindert aber die Schwere das t> 



ß 
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im aufsteigenden Aste der Flugbahn und vergrößert dieselbe im ab- 
steigenden Aste dieser Bahn; ist mithin der Wurfwinkel a mäßig positiv, 
so gibt die Formel (30) die Geschwindigkeit v zu groß für alle Punkte 
der Bahn vom Ursprünge bis zu einem wieder in der Nähe des Hori- 
zontes gelegenen Orte an; hiermit wird -y zu klein und mithin auch 

T zu klein, folglich wird auch für den ersten Teil der Gleichung (28) 
das zu kleine dw der passendere Wert sein, anstatt — — . Ebenso 

* * 7 COB qp 

wird für größere Werte von a das cos dq> =• d sin q> der Wahrheit näher 
kommen, für ganz kleine positive a wird — — selbst für eine größere 
Länge der Flugbahn verwendbar sein. Ist endlich a = oder negativ, 
so wird man gut tun, — ~- *■ d tg q> zu wählen. Alle diese Differential- 
ausdrücke fallen für kleine <p und a in einen einzigen dtp zusammen, 
und man hat das Hecht, nach Maßgabe der Umstände jeden beliebigen 
unter ihnen zu erwählen, um etwa die erhöhtere Genauigkeit oder die 
bequemere analytische Behandlung zu erzwecken. Da die gegenwärtigen 
Rechnungen nur auf ein mäßig gekrümmtes Stück der Flugbahn, dessen 
Sehne horizontal ist, Geltung beanspruchen, indem für den steigenden 
und fallenden Bestandteil derselben eine eigene Analysis gebracht werden 
wird, so nimmt man sich hier lediglich die Freiheit, in den Gleichungen 
(24) und (26) anstatt sin q> und sin a die Bogen tp und a zu sub- 
stituieren, was gleichzeitig zugunsten der Bequemlichkeit wie der Ge- 
nauigkeit geschieht. Die (26) werden hiermit ersetzt durch 

Ol) *-«+*; 

Diese Gleichungen können für kleine Werte von a und cp gültig 
gedacht werden, für etwas größere, jedoch mäßige cc und <p, die vor- 
handen sein können, wenn ein über den Horizont etwas erhöhter Gegen- 
stand durch den Wurf zu treffen ist, mögen hingegen die (26) in 
Geltung verbleiben. 

Zur Bestimmung der Grenzen der Gültigkeit und des Maßes der 
Genauigkeit aber ist eine genauere Kenntnis der oben mit 6 und 6' 
bezeichneten Größen erforderlich, und da die^e etwas weitläufigere 
Entwicklungen des Kalküles erheischt, dabei aber hier von keinem 
sonderlichen Nutzen in der Ausführung ist, so wird die Berechnung 
dieses 6 und 0' den angehängten Noten I und II zugewiesen. 1 ) 

1) Fehlen in der Niederschrift Petz v als und in den stenographischen Auf- 
zeichnungen. 
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Das Schwenken der Bahnen. Es ist behauptet worden, daß die 
Gleichungen 
(82) ._ 8ta „-öf(J r + ^) + g_ö.-(J r _J,. ) 

m .•-^(J r+ ±) + £*-»-£(J r -J F ) 

für denselben Wert von s in Funktion von v y den die erste der Glei- 
chungen (24) ergibt, wenn auch nicht in aller Strenge, so doch nahezu 
eine und dieselbe Kurve darstellen in verschiedener Lagerung. Um 
Pi g . 4. dies zu berechnen, sei OND 

(Abb. 4) die krumme Linie 
(33) und N der Punkt, zu 
dem die Koordinaten x\ z 
item s und v gehörig sind. 
Der Leitstrahl ON heiße q 
und der Winkel l?OX tf , so 
wird: 
x = q cos #, z' = — q sin 4>. 

Nun drehen wir die ganze 
Kurve ohne Veränderung ihrer 
Gestalt um den Anfangspunkt 
herum um einen Winkel a, 
so daß die Tangente zum An- 
fangspunkte 0, die anfänglich mit der Achse der x zusammenfiel, 
nunmehr mit derselben den Winkel et bildet, und die ganze Kurve 
OND in die Lage OMA übertritt. Der Leitstrahl 0M-0N=q 
wird dann mit diesem ON ebenfalls den Winkel M0N=u einschließen 
und es wird M0X<=a — ty sein. Sind die Koordinaten von M, | und £, 
so hat man: | -. ? cos(« - ♦) - x'cosa - s'sina 
5 — q sin (a — #) = x' sin a + z r cos a 

und durch Multiplikation der ersten dieser Gleichungen mit sin«, der 
zweiten mit cos« und Subtraktion: 

z' = geosa — | sina, 

was übrigens auch aus Abb. 4 zu ersehen ist. 

Die übrigen in der (33) vorkommenden Größen s und v erleiden 
durch diese Umlagerung bzw. Transformation keine Veränderung; man 
hat also nur den Wert von z in diese (33) einzuführen und erhält 
also gleich die Gleichung der Transformierten: 

„ y . , g'ht/l . 1 \ , g's* g'h*/l 1 \ 
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Setzt man anstatt £ cos a das etwas größere £, anstatt | sin a das 
ebenfalls etwas größere s sin a, so wird die Gleichheit wohl nicht 
wesentlich gestört; dann ergibt sich aber: 

. , g'hsf 1 . 1\ . g's* g'h* /l 1 \ 

Die Vergleichnng dieser Gleichung mit der (33) zeigt, daß £ = £ 
sei, mithin sind die beiden Karren (32) und (33) nur der Lagerang 
nach verschieden, insofern wenigstens, als a ein mäßiger Winkel und 
die OND eine mäßig gekrümmte Kurve bleibt. 

Hiermit bricht das P et zva Ische Manuskript ab. Es sei hier noch 
bemerkt, daß Petzval in den Vorlesungen auch hochgewölbte Flug- 
bahnen in Betracht zog. Die im vorigen aufgestellten Formeln gelten 
für den obersten Teil einer solchen Flugbahn, man kann sich dieselbe 
nach beiden Seiten über eine horizontale Sehne verlängert denken, so 
daß innerhalb der Flugbahn ein Polygon eingeschrieben wird, an dessen 
Seiten sich die gekrümmte Linie nahe anschließt. Die Differential- 
gleichungen werden für den Fall der Anschlußstücke in der Weise ver- 
allgemeinert, daß statt einer horizontalen eine unter dem Winkel y 
geneigte Achse der x angenommen wird, wodurch die Schwere in beiden 
Koordinatenachsen Komponenten ergibt. Im aufsteigenden Aste ist siny 
positiv, im absteigenden Aste negativ, für eine ansteigende und für eine 
abfallende Achse der x gelten daher dieselben Differentialgleichungen: 
d*x v* A, , v*\ dx , . 

d*z v % (. , v*\dz , 

Dieselben sind in der Vorlesung mit Anwendung derselben Annäherungen 
wie für die flache Flugbahn integriert worden, aber in dem mitge- 
schriebenen Vorlesungshefte fehlt die weitere Verwertung dieses Kunst- 
griffes der Zerlegung der Bahn in mehrere Teile, zur Lösung einer 
bestimmten Aufgabe. Von der bloßen Mitteilung der Integrations- 
ergebnisse ist hiernach begreiflicherweise abgesehen worden. 

Einrichtung der Integrations-Ergebnisse zur tabellarischen 
Berechnung. 1 ) 

Zur leichteren Verwertung der Gleichungen (25) und (26) ist die 
Berechnung einer Tabelle sehr bequem, welcher die entsprechenden 
Zahlenwerte entnommen werden können. Es ist dabei zu berücksich- 



1) Nach stenographischen Aufzeichnungen. 
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tigen, daß diese Zahlenwerte Ton den Konstanten h und a unabhängig 
gehalten werden müssen, damit die Tabelle ihre Brauchbarkeit nicht 
verliere, wenn diese Konstanten, etwa zufolge der Anwendung anderer 
als kugelförmiger Geschosse, neu bestimmt werden. Endlich soll diese 
Tabelle auch für beliebige Anfangsgeschwindigkeiten Geltung haben. 

Wir beginnen damit, eine bestimmte Anfangsgeschwindigkeit c zu 
wählen, und denken uns mit derselben das Geschoß von aus, Abb. 1, 
geworfen. Nachdem das Geschoß den Bogen 0M l ^ s t zurückgelegt 
hat, wird dessen Geschwindigkeit auf t\ abgesunken sein. Nach Glei- 
chung (17) ergibt sich für diesen Bogen: 

* h l o«^W + *> 

s i — 2 10 8 «t (? + a«) ' 

In der weitern Bewegung des Geschosses von M x bis M durch 
den Bogen M 1 M = 6 sinkt die Geschwindigkeit v t auf v ab, und 6 ist 
nach Formel (\1): 

° 2 10 B „i( r j + a *) ' 

der ganze Bogen s « M « OM x + M X M =* s 1 + 6 wird durch Addition 
der oben aufgefundenen beiden Ausdrücke erhalten und ist 

Um den Bogen zu finden, welcher mit einer Anfangsgeschwindig- 
keit v x bis zum Absinken der Geschwindigkeit auf v beschrieben wird, 
hat man von der Gleichung 

6 — s — s t 

Gebrauch zu machen, also einfach zwei Bogenwerte voneinander abzu- 
liehen. Wir sind dadurch der Notwendigkeit überhoben, für jede An- 
fangsgeschwindigkeit eine Tabelle rechnen zu müssen. 

Um die Zahlenwerte von s, welche in die Tabelle einzutragen sind, 
you Ä und a unabhängig zu machen, führen wir die folgenden Sub- 
stitutionen ein. Wir setzen zunächst: 



*. 



V 

* Vi *oll t die größte wirklich erreichte Anfangsgeschwindigkeit sein. 
Wü5*r wird angenommen: 

t? 2 — na* f 

tu* veränderliche Größe ist. Damit wird aus Gleichung (17) 



Ä, tn(n + l) 
S= 2 l0 8n(^+-lä> 
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ein Ausdruck, welcher a nicht mehr enthält und daher für jeden Wert 
dieser Größe gilt. Es soll nunmehr folgende Bezeichnung eingeführt 
werden: 

(I) s-Ah, 4 *log!£±!!. 

v ' ' 2 ° n(ro + 1) 

Dabei ist m eine konstante Größe etwa gleich 8, so daß die Maximal- 
geschwindigkeit c damit c — )/8a* = 565 • 6 m/sec erhalten wird. Das 
n ist veränderlich und ihm werden bei Berechnung der Tabelle etwa 

die folgenden Werte erteilt: n — <%>, 12, 8, 6, 4, 3, 2, %, 1 

Es läßt sich nunmehr auch die nach rückwärts verlängerte Flug- 
bahn untersuchen und die zu diesem Teile gehörige Asymptote auf- 
finden. Man hat, um A zu finden, bloß n = <x> zu setzen, es wird dann 

für den oben vorausgesetzten Wert m =» 8 ergibt sich: 

«--■ J log -J---J- 0-06889. 

Um den Winkel zu finden, welchen diese Asymptote mit der #- Achse 
einschließt, sind die Werte von m und n in die Gleichung (22) unter 
Berücksichtigung von (31) einzusetzen, wodurch 

(36) ^«.^(i-I)-!] 

als jener Neigungswinkel erhalten wird. 

Die Substitutionen (34) und (35) in die Gleichungen (25) des 
horizontalen Wurfes eingeführt ergeben, wenn statt der Sinus die Bogen 
gesetzt werden, mit Rücksicht auf (I): 



9> 
oder: 



a 1 L 2n 2mJ 



od ,-— *y, n-ß-£-4 

Die Ordinate m[ oder die Gleichung der Flugbahn (25) des hori- 
zontalen Wurfes geht mit Rücksicht auf (I) und (II) über in: 



oder: 



-;=-0[*-4^a] 



<nD ''-- C Ä'. C-[B-A(A+$} 
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Aus der Formel (16) ergibt sich durch die Substitution (34) und 
(35) für die Flugzeit: 



oder: 
(IV) 






t=*—D* D=* {-= 7=) — arctg -p=- 



Fig. 5. 



Bestimmung der Größe des Wurfwinkels, damit ein Ziel in bestimmter 
Entfernung getroffen wird. 

In den aus den Differentialgleichungen (5) abgeleiteten angenäherten 
Formeln kommt die Abszisse x gar nicht vor, es bleibt daher nichts 
anderes übrig, als den Bogen s für die Abszisse x zu nehmen. Es ist 

dies insofern zulassig, als 
unter gewöhnlichen Umstan- 
den die Wurf winkel sehr klein 
sind und zumeist kleiner als 
10° bleiben. Unter diesen Vor- 
aussetzungen soll der Wurf- 
winkel gesucht werden , mit 
welchem ein Ziel in der Ent- 
fernung s mit der Anfangsgeschwindigkeit c erreicht werden kann. Die 
angenäherten Formeln (31), welche in Abbildung 5 graphisch dargestellt 
sind, lauten: 

<p = a -\- <p' 

ss =* as + e'. 

— g' und: 




Setzt 


man 


darin 


z 


-o, 


so ergibt 


sich daraus 


as 












a = — 


/ ^g'h C 

8 "" 2a* A 




00 








a 




E » B A' 





Da man aber nicht immer gerade mit der Anfangsgeschwindigkeit c, 
sondern auch mit einer andern v x zu werfen beabsichtigt, so ist zur 
Ermittlung des Wurf winkeis, um ein Ziel in einem Abstände 6 mit 
dieser Anfangsgeschwindigkeit zu erreichen, ein geeignetes Verfahren 
aufzusuchen. Hierzu führt die Überlegung, daß in der mit der Anfangs- 
geschwindigkeit c und dem Wurfwinkel a = erzeugten Hilfekurve 
stets ein Punkt M x aufzufinden sein wird, in welchem die Geschwindig- 
keit v t herrscht. Die Tangente an diesen Punkt M v der Kurve schließt 
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mit der Achse der x den Winkel cp[ ein und die Ordinate dieses Punktes 
ist z\. Man erhalt aus den Gleichungen (25) für <p' und e die Wert» 
von qp,' und z[ indem man in diese Gleichungen , statt s und v, di& 
Werte s x «= M x und v t einsetzt. Man erhält dadurch: 

"' 2 ^ ""' 

Wenn mit der Anfangsgeschwindigkeit v 1 horizontal geworfen wird,, 
so ist in die Formeln (25) v x statt c einzuführen. Der Bogen wird 
aber nicht von an, sondern von M x bis N gezählt; es ist derjenige 
Bogen, welchen wir mit 6 bezeichneten. Die Ordinate geht dabei, wenn 
der Wurf in horizontaler Richtung geschieht, in z" über. Da auch der 
Winkel <p in N ein andrer ist, so soll dies durch die Bezeichnung <p' r 
angezeigt werden. Es ist: 

(38) 6 = s-s lf 

(89) ,-_*3£S> _£(«, + £), 

(40) .-.M + ^-^ + i,)-^-*.). 

Um nun alles auf die entworfene Tabelle beziehen zu können, schreibt 
man die Formel (39) in entwickelter Form, addiert und subtrahiert 

|~i und erhält: 



2 c 



9 a* 2 U 1 cV LV 2 U? c*)y 



woraus sofort erkannt wird, daß 

(41) 9»"— 9>'— 9»i' 

ist, und daß bloß zwei in der Tabelle vorhandene Werte zu subtra- 
hieren sind. 

Indem in der Gleichung (40) für z", ^^ und -^Jr addiert und 

a ' ä^ o ä« o s^ 

subtrahiert und statt *—£ geschrieben ^—~ — *— \ und dann geordnet 
wird, erhalt man: 

*"_ 0J!* -u 9' h Ml -l 1\ _ *V/I _ *\ _ l- 8 * _ £l Ä5 i/I j. L\ 4. 

* " 2a» "*" 2 \c» "*" aV 4 \t>* cV 2a« 2 \c* "■" aV "*" 
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worauß nach (25) folgt: 

(42) #"-#'-<-(»-«,)*' 

eine Beziehung, welche in der Abb. 6 Bestätigung findet. 

Durch Einführung der in (I), (II) und (III) gewählten Bezeichnungen 
verwandelt sich dieser Ausdruck in: 



Fig. 6. 
T. T 


<"»«?-c,)f£ 


^ v ^^>-^^' oder anders geordnet: 

X^" (43^ „"-^[(C-CJ 
*\ -2{Ä- AJB]. 
Zur Bestimmung des Wurfwinkels (a), welcher nötig ist, um mit 



der Anfangsgeschwindigkeit c die Wurfweite s zu erreichen, hatten wir 

die Gleichung (31) 

e — as + /. 

Am Ziele ist die Ordinate e «= 0, daher 



a =• — 



Wenn aber mit der Anfangsgeschwindigkeit v t geworfen wird, so 
ist M% an Stelle der horizontalen Ox gesetzt und die Kurve um den 
Punkt M l gedreht zu denken. Die laufende Koordinate derselben ist 
dann £, sie wird dort der Null gleich, wo die Flugbahn abermals die 
Jtfjg schneidet. In dieser Kurve ist z" statt z (43) und statt des 
ganzen Bogens 0N=s, M l N=s — s 1 zu setzen. Für den Wurf- 
winkel a a ergibt sich hiernach: 



a, = — 



•— * 



«i = 



oder: 
(VI) 



Mit Rücksicht auf (I) und (43) wird hieraus: 
2o« A — A l 



Für eine Anfangsgeschwindigkeit v v welche am Ende eines Bogens «, 
stattfindet, läßt sich der Wurfwinkel a, aus (VI) ableiten, indem für 
die Indices 1 jene 2 eingeführt werden. Man erhält so 



(VII) 






E t 



2~i-*^ 
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and schließlich in leicht verständlicher Weise far irgend eine Anfangs- 
geschwindigkeit v k , für a t den Wert: 

g'h „ C-O k 



(vm) 



E, 



*2a' 



*-?=£-**> 



In der nachfolgenden Tabelle sind alle E « C/A. Die J^ sind 
aus der Kolumne n = 4, die 2?, aus der Kolumne n = 2; die J5 8 aus 
der Kolumne w — 1, die E± aus der Kolumne n •= */ 2 , die JE^ w» der 
Kolumne w = */ 4 abgeleitet. Die von C und .4 einer bestimmten 
Kolumne, z. B. jener *■-•§■ abzuziehenden Größen C ky A k und B^ sind 
aus den bezeichneten Kolumnen entnommen. 

Nach dieser Tabelle hat Petzval mehrere Flugbahnen, wie die- 
selben mit der Anfangsgeschwindigkeit von 566 m/sec erhalten werden, 
verzeichnet, die in die Abbildung 7 eingezeichnet sind, und zwar: 

1. Die Flugbahn der Kugel eines Stutzens, für welche h — 1000 m 
angenommen wurde, im Maßstäbe 1 mm = 10 m, för eine Entfernung 
von 600 m. 



2 10 « *•(<:« + a t ) 



t = A( ) arctg-^-i - <p = a + v 

\v* c*) OO12*$*0 

.g's'tg'hs/l , 1\ f'Ä 1 / 1 x \ * P 

j ^ f +l^+V(?+j?)-V(^-?) '' 



* = «+ ^r 



* = <**+* 



p+<r* 



n 


OD 


19 


8 


6 


4 S 

! 


9 


i-5=4 ■ * * 7 H 

— 


V 


OD 


692-82 


565-68 


48990 ! 400-00 


346-41 


282-84 


244-95 


200-00 , 173 20 


A 


-005889 


-001887 


000000 


0018180 1 006268 


0*08495 


014384 


019662 | 0-28766 1 0-36476 


B 


-0008608 


-0 00196 


o- 
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0.00982 


001922 


004366 


007431 j 014982 | 23941 


C 


0000284 


0000006 


o- 


0000046 


000046 


000138 


000499 


001113 
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D 
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o- 


00066 j 0-0225 
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00780 
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0-2011 i 02340 


E 




000269 
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E t 












; 
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E> 
















' 
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E< 




















^5 
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1 
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48936 
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i 
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2. Die Flugbahn eines Langbleies aus einem Stutzen, für welches 
h — 2000 ist; im Maßstäbe 1 mm = 20 m. Da die Ordinaten der Flug- 
bahn (III) dem A 8 proportional sind, würden dieselben für den doppelten 
Wert von h viermal so groß, der Bogen s = Ah zweimal so lang aus- 
fallen. Weil aber der Maßstab der Zeichnung die halbe Größe hat, 
erscheint die Flugbahnlänge von 1200 m ebenso groß wie unter 1. und 
die Ordinaten sind nur doppelt so hoch. 

3. Die Flugbahn einer 24 pfundigen Kanonenkugel. Für diese ist 
h » 6324, die Lange der Flugbahn würde 6 • 3 mal größer ausfallen, die 
Ordinaten fast 40 mal höher sein. Da aber der Maßstab 1 mm « ( 3 ♦ 24 m 
gewählt wurde, erscheint in der Zeichnung die Zielentfernung von 
3800 m ebenso groß wie unter 1. und 2.; die Ordinaten sind nur 6 • 3 mal 
so groß. 

An diese Darstellung der Flugbahnen ist eine Verzeichnung der 
Aufsatzhöhen für verschiedene Wurfweiten, unter Anwendung der Anfangs- 
geschwindigkeiten von 565 • 7, 400 • 0, 282 - 8, 200 • 141 . 4, 100 • m/sec 



r*-»a» 
I - 9:809 
«=200 



8= Ah 



2 *n(ro+l) 



t=D- 



'--*'* 



>' = - c 9 £ 

2a* 



1 1 Vm — Vn 

D = -^— -^arctg r - * 



2 \n mj 

c ' B - A i A + 1 m ) 



A E t =- 






-JA 



Pdx g 
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angeschlossen. Es ist dabei ein Kugelstutzen h = 1000 vorausgesetzt, 
bei welchem die Entfernung von Visier und Korn JL — 17 Zoll -= 204 Li- 
nien = 448 mm beträgt, die dem Winkel cc entsprechende Visierhöhe 
V wird: 

angenommen, wobei cc — 1?|— 5 ist. Für den letzten Faktor wählte 

Petzval den Wert 110 und erhielt damit die fraglichen Aufeatzhöhen 
in natürlicher Große. Die Vertikalen, auf welchen die einer Anfangs- 
geschwindigkeit v entsprechenden E , E x . . . E h aufgetragen sind, wurden 
in der Abbildung 7 (s. S. 305) mit 2? , E x . . . E^ beschrieben. 

Ist bei einer Feuerwaffe h rmal, X nmal so groß, so sind die Ordi- 
naten der Visierkurve oder die Aufsatzhöhen nrmal größer zu nehmen. 

Die experimentelle Ermittelung der Koeffizienten A und a des Wider- 
standsgesetzes (3). 

Der Koeffizient A ist in jenem h enthalten, für welchen nach (10) 
gesetzt wurde: 

Aitq *g 

Die Ermittelung von h führt auch zur Berechnung von A, da die 
Größen P, dt, q und g bekannt sind. 

Um die Formel (17) für den Bogen s in Funktion der Geschwin- 
digkeiten c und v zur Ermittelung der Konstanten A und a oder h und 
a benützen zu können, ist die Ermittelung der Geschwindigkeit an 
mehreren Punkten der Bahn erforderlich. Es kann dies mit Hilfe 
elektromagnetischer Meßmethoden geschehen, welche Zeitbestimmungen 
bis auf Tausendstel Sekunden genau gestatten. 

Am zweckmäßigsten wird zur Bestimmung der Geschwindigkeiten 
ein Punkt unmittelbar vor der Mündung, ein zweiter im Abstände s 
und ein dritter im Abstände 2s gewählt. 

Mit der so ermittelten Anfangsgeschwindigkeit c und den Ge- 
schwindigkeiten v t und v 2 am Ende der Bogen s und 2s ergibt die 
Formel (17): 

* - h W c% « + fl » } 2s - h loa «!«±i!2 

Die erste dieser Gleichungen mit 2 multipliziert und der zweiten 
gleich gesetzt, ergibt nach einer einfachen Reduktion 

2 v\(2cv\ — v\c*— v\v\) 
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und damit 

2« 



log c»(t?f + 1 ) 

Die Große h läßt sich indessen auch durch einen Schießversuch 
bestimmen. Man hat dazu auf etwa 1000 m zu schießen und den 
Schieber des Visiers solange zu verschieben, bis die Scheibe getroffen 
wird. Durch 10 bis 12 Schüsse ist die Richtigkeit der Anschlagstellung 
danach zu bestätigen. 

Ist die so ermittelte Aufsatzhöhe gleich V = 2 Zoll und der Ab- 
stand der Fliege vom Aufsatze gleich k — 18 Zoll, so ist der Eleva- 
tionswiukel a gleich 

Dabei wird allerdings vorausgesetzt, daß die Geschwindigkeit c 
= 565 m/sec, d. i. nahe der früher angenommenen Maximalgeschwindig- 
keit sei. Wegen a = 200 und Ah — 1000 wird: 

E? 8 

A "" 9 ' 



In der Tabelle findet sich ein Verhältnis 

A' "" t>~~74682 ' 

Es ist also: 

^1' "+ zf4' 9 " 

Von den Zuwächsen JE Q ' und JA' setzt man voraus, daß sie sich 
so verhalten, wie die aus der Tabelle entnommenen Differenzen der Ko- 
lumnenwerte E ' und AJ zur nächstfolgenden Kolumne, daß also: 

JE': JA' = . 298 : . 118, JA' = 0- 393 JE', 
somit: 

*&*£*>-!> ^'=0-0966, -5-J^ f ^ = 0-7. 

Wegen E _ 1600 = Ah - ■ 1h ist Ä - 1430. Aus h läßt sich die 
Konstante A bestimmen. 

Es ist hiernach leicht zu erkennen, was zu tun wäre, wenn es sich 
um ein Gewehr handelte, welches eine andere Anfangsgeschwindigkeit 
als die hier vorausgesetzte ergibt. 
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Innere Ballistik. 

Zur Auffindung einer Beziehung zwischen Pulverladung, Gasdruck 
und Anfangsgeschwindigkeit fehlten, wie Petzval hervorhebt, zu seiner 
Zeit die nötigen Grundlagen. Es lassen sich also nur aus einzelnen 
erkannten Eigenschaften des Pulvers zum Teil, unter nicht zutreffenden 
Annahmen, einige Schlüsse ziehen. 

So folgt aus der allgemeinen Eigenschaft jeder gasformigen Flüssig- 
keit nach allen Richtungen den gleichen Druck auszuüben, daß nickt 
nur das Projektil, sondern auch das Rohr in Bewegung kommen müsse. 
Nach dem Satze von der Bewegung des Schwerpunktes ist es hiernach 
sehr einfach die Größe des Rücklaufes eines Geschützes für den Moment 
zu berechnen, in welchem das Geschoß die Mündung vorläßt Petz- 
val findet für ein Geschütz von 16 Zentnern Gewicht, welches ein Ge- 
schoß von 8 Pfunden schießt, einen Rücklauf von */ 4 Zoll. 

Die Voraussetzung, daß sich alles Pulver plötzlich in Gas ver- 
wandle, welches sich nach dem Mariott eschen Gesetze ausdehnt, liefert 
einen Ausdruck für das Quadrat der Anfangsgeschwindigkeit und ergibt 
den Laderaum zirka dem dritten Teil der Länge des Geschoßweges im 
Rohre gleich. Man hätte dabei den Anfangsdruck von 29178 At- 
mosphären vorauszusetzen, welchen Rum f ord durch seine Versuche (1792) 
bestimmte. Gegen das Eintreten dieses enormen Druckes spricht u. a. 
der Umstand, daß eine Formel, welche sich zur Berechnung von Rohren- 
stärken als sehr brauchbar erwiesen hat, im Nenner die Differenz des 
Koeffizienten der absoluten Festigkeit und des Gasdruckes enthält, also 
zu unendlichen Werten der Wandstärke führt, wenn die Gasspannung 
den Koeffizienten der absoluten Festigkeit erreicht. 

Infolge der allmähligen Verbrennung des Pulvers erreicht die Gas- 
spannung im Rohre das Maximum erst dann, wenn das Geschoß bereits 
einen Teil seines Weges im Rohre zurückgelegt hat. Die Spannungs- 
kurve zeigt daher ein Maximum, welches sich um so mehr verbreitert, 
je mehr sich die Pulverladung jenem Werte nähert, bei welchem daß 
Maximum der Anfangsgeschwindigkeit erreicht wird. Im abfallenden 
Aste der Spannungskurve tritt in dem Augenblicke ein Wendepunkt 
ein, wenn sämtliches Pulver verbrannt ist. 

Nach Versuchen von Hutton (1773—1779) ist bei kleinen Pulver- 
ladungen das Quadrat der Anfangsgeschwindigkeit der Pulverladung 
proportional. *) In dem Maße, in welchem die Größe der Ladung steigt* 
wächst die Anfangsgeschwindigkeit langsamer, und es wird Pulver un 

1) Dieses Resultat findet sich bei 36pfd. glatten französischen Marine- 
geschützen bestätigt. Helie, Ballistique experimentale T. 1. p. 157. 
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verbrannt ans dem Rohre geschleudert. Wird das Doppelte jener 
Pulverladung überschritten, bei welcher noch alles Pulver verbrennt, so 
tritt das Maximum der Anfangsgeschwindigkeit ein. Bei weiterer Ver- 
mehrung der Pulverladung macht sich eine ausgesprochene Abnahme 
der Anfangsgeschwindigkeit geltend. 

Für Pulverladungen, welche nahe das Maximum der Anfangsge- 
schwindigkeit erzeugen, verbreitet sich das Maximum der Druckkurve 
derart, daß man statt des veränderlichen Druckes einen mittleren Druck 
voraussetzen darf. Die Höhe desselben erscheint von der zu bewegenden 
Masse abhängig, wächst mit derselben, nähert sich aber schließlich einer 
bestimmten Grenze, die nicht überschritten werden kann, wie groß auch 
die bewegende Masse genommen werde. Der Druck der Pulvergase 
erscheint hiernach als eine Funktion der Masse des Projektiles. Denkt 
man sich diese Funktion in eine Reihe entwickelt, so müßte diese mit 
einem jener Masse proportionalen Gliede beginnen. Für kleine Massen 
könnte man diese stark konvergierende Reihe auf das erste Glied be- 
schränken. Die Kraft, welche das Pulver auf das Geschoß ausübt, 
würde hernach, so wie die Schwerkraft, der Masse des Geschosses propor- 
tional sein. Für Scheibenpulver könnte hiernach als Beschleunigung g 
dieser Kraft 

0'« 200000, 

das 20000 fache der Beschleunigung der Schwere genommen werden. 
Für größere Massen wäre allerdings ein Faktor il beizufügen, 
welcher die Beschleunigung umsomehr herabsetzt, je größer die zu be- 
wegende Masse wird. Die Anfangsgeschwindigkeit eines Projektiles 
wäre hiernach durch: 

v — 200 Yjigl 

gegeben, worin l der Weg des Geschosses im Rohre ist. Solange /t 
sich nur wenig von der Einheit unterscheidet, würden innerhalb größerer 
Grenzen, bei Anwendung von Pulverladungen, welche nahezu das Maxi- 
mum der Geschwindigkeit erzeugen, leichte und schwere Geschosse 
aus derselben Waffe die gleiche Anfangsgeschwindigkeit erhalten. 1 ) 

Da es wegen Mangel der nötigen Grundlagen nicht möglich ist, 
auf theoretischem Wege eine Formel zur Berechnung derjenigen Pulver- 
ladung zu erlangen, welche das Maximum der Anfangsgeschwindigkeit 



1) Die schon erwähnten Versuche mit dem glatten französischen 86pfd. 
Marinegeschütze ergaben für die 14 kg. schweren Hohlgeschosse für alle Pulver- 
ladungen zirka 40 m/sec mehr Anfangsgeschwindigkeit als für die 17 l J kg 
schweren Vollkugeln. He'lie, I, p. 167. 
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erzeugt, so gab Petzval eine empirische Formel an, welche hierzu ^^ 
nutzt werden kann. Diese Pulverladung ^J ist demnach: 

Dabei sind *ß und i, die Lange des Geschoßweges im Rohre 
Kalibern, und y ist durch die Zahl kalibermäßiger Wasserkogeln ^ 
geben, welche dem Gewichte des Projektiles gleichkommen, Wirci m ^ 
Kugeln geschossen, so ist y die relative Dichte. 1 ) 

Für einen Kugelstutzen von % Zoll (13 mm) Kaliber und eia eü , 
Gescboßwege von 32 Zoll gleich 64 Kaliber (für Blei y = 11.3') er _ 
gibt diese Formel eine Ladung von 10 Kalibern oder ö Zoll Lange, 
Tatsächlich ladet man mit der Hälfte dieser Pulverladung d. i.: 2*5 Zoll 
und erreicht dabei eine Anfangsgeschwindigkeit, welche von dem 
Maximum wenig verschieden ist. Ein Körnchen Pulver mehr oder we- 
niger macht dabei nichts aus; überdies gewährt diese Pulverladung eine 
gewisse Sicherheit und strengt den Lauf nicht au. 

Für ein Langgeschoß ist y = 25 und damit wird die Pulverkdim^ 
15 Kaliber gleich 7% Zolle gefunden, 3,75 Zolle sind als die m 
sprechende Ladung zu bezeichnen. 

Bei Kriegsge wehren nimmt mau nur etwa Üß/8 = 1 Zoll Ladung** 
länge. Dadurch erhält man eine viel geringere Anfangsgeschwindigkeit 
und macht eigentlich das lange, schwere Gewehr zu einer Pistole, 
Wenn der Rückstoß bei größeren Ladungen als zu bedeutend befunden 
wird, so hätte man dem Projektile eine andere Gestalt geben sollen. 
Ein Gewehr, welches nicht stößt, schießt auch nicht scharf. Die min* 
zösischen Uhassepotgewehre wurden mit Sß/-1 geladen, sie ergaben 
größere Anfangsgeschwindigkeiten und rasantere Bahnen. Ein weiterer 
Nachteil so geringer Pul Verladungen ist der, daß das Gewehr ftir kleine 
Änderungen in der Pulvermenge empfindlich wird. 

Bei einem 24 Pfdr. mit einem Kaliber von 5 % Zoll (14,6 mm ), 
einer Lange der Geschoßbahn von 108 Zollen, d, i. von 22 Kalibern, 
und Kugeln aus Gußeisen (y = 7,7) ist *ß = 4 7 / 8 Kaliber oder 27 Zolle, 
Diese Ladung würde den vierten Teil des Rohres anfüllen. Man ver- 
wendet auch hier nur die Hälfte der Masimalladung, bedient sich einer 
Ladungslänge von 13 bis 14 Zoll, also eines Pulver gewichtes von 
9% Pfund, d> i. einer etwa halbkugelschweren Ladung, wenn es sich um 
die Erzielung bedeutender Effekte handelt, 

1) Ich konnte diese oder eine ähnliche Formel in der mir gegenwärtig zur 
Yerfögung stehenden Literatur nicht auffinden, leh kann auch nicht angeben* ob 
sie von Petzval herrührt, oder ob sie aich in älteren artilleristischen Werken 
findet. 
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Für den früher angeführten Eugelstutzen, welcher mit einem Gewicht 
von P = 1 /40 Pfund und einer Pulverladung von etwa 5ß = 1/72 Pfund 
gebraucht wird, ergibt sich der mittlere Gasdruck nach der Formel: 

p = (P+ y° 00 --^- = 3753 Pfd. auf den Quadratzoll oder 294 Atmo- 
sphären. Die Zahl 20000 gilt zunächst für Scheibenpulver: für Ge- 
schützpulver dürfte sie weitaus geringer ausfallen. 

Die Ermittelung der Gasspannung im Feuerrohre kann zur Be- 
rechnung der Wandstarke 6 benutzt werden, wozu Petzval die Formel 
anführte: 



r V a-t) 



P 



worin 21 der Koeffizient der absoluten Festigkeit und r der Halbmesser 
der Bohrung ist. 



Einige Berichtigungen zu Kuliks Qnadratzahlentafeln. 

Von Oskar Bergmann in Leipzig. 

Bekanntlich hat Eulik der Universität Prag bei der Feier ihres 
fünfhundertjährigen Bestehens Tafeln der Quadrat- und Eubikzahlen 
für die Wurzeln 1—100000 überreicht (gedruckt Leipzig 1848), und 
verdient diese große rechnerische Leistung sicher auch allseitige An- 
erkennung. 

Viele Druckfehler, welche in diesem umfangreichen Werke gefunden 
wurden, hat Kulik S. 402 daselbst mitgeteilt, aber durch nur teilweise 
Ausbesserung der Fehler eher eine Verwirrung, als eine Verbesserung 
des Werkes erzielt. 

Jahrzehntelange Beschäftigung mit den Zahlen ließ mich, der ich 
eigentlich der Universität Leipzig eine ähnliche Jubiläumsausgabe zu- 
gedacht, und die Quadratzahlen wie Eulik bis 100000 berechnet hatte, 
noch eine weitere Anzahl Fehler in obigen Tafeln entdecken, ich halte 
es jedoch für meine Pflicht, nicht zu zögern und den Benutzern der 
Kulikschen Tafeln diese Fehler mitzuteilen. 

Ich habe noch 19 Fehler in diesen Tafeln gefunden, aber durch 
die Eonstruktion der Tafeln werden durch diese Fehler 379 Quadrat- 
und 250 Eubikzahlen falsch. Bei allen von mir gefundenen falschen 
Zahlen besteht die Wurzel der Zahl aus einer Kopfzahl und einer zwei- 
zifferigen Endzahl. Die Quadratzahl besteht aus Kopf-, Mittel- und 
vierzifferiger Endzahl. 
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Die Fehler sind nun folgende: 

1. Falsche Kopfzahlen der Wurzeln 

Seite statt lies 

245 506 560 

606 660 

706 760 

806 860 

' 906 960 

Hierdurch sind 250 Quadrat- und 250 Eubikzahlen falsch. 

2. Falsche Kopfzahlen der Quadratzahlen 

Seite Nr. statt lies 

191 84700—84749 417 717 

314 7811—7849 60 61 

Falsch 89 Zahlen. 

3. Falsche Mittelzahlen der Quadratzahlen 



Seite 


Nr. 


statt 


lies 


11 


80231 


707 


701 


27 


80631 


125 


135 


44 


31068 


525 


522 


99 


92443 


510 


570 


157 


73886 


944 


914 


157 


73889 


985 


958 


220 


25470—25475 


672 


872 


273 


96758 


111 


211 


279 


66901 


564 


574 


401 


79994—79999 


204 


904 




Falsch 20 Zahlen. 





4 Falsche Endzahlen der Quadratzahlen 

Seite Nr. statt lies 

64 1340 5604 5600 

1342 0960 0964 

ftdtadt 30 Zahlen, da alle 10 in einer Horizontallinie 
\ta*ifcH***hl*ii dieselbe vierzifferige Endzahl besitzen. 
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Über graphische Zusammensetzung von Kräften im Räume. 

Von K. Th. Vahlen in Greifswald. 

Wäbrend man für die graphische Zusammensetzung von Kräften 
in der Ebene ein Verfahren von klassischer Einfachheit und Eleganz 
besitzt, ist dasselbe für Kräfte im Räume nicht der Fall. Vielmehr 
verwenden die hierfür angegebenen Konstruktionen Zerlegungen der 
Kräfte, die der graphischen Methode, die nur Grund- und Aufriß an- 
wenden sollte, fremd sind. Gulmann z. B. zerlegte — ganz in Poin- 
sotschem Sinne — jede Kraft des gegebenen Systems in 2 Kompo- 
nenten, deren eine durch einen gegebenen Punkt geht, deren andere 
ein Paar ist; oder — wie bei Monge — deren andere in einer ge- 
gebenen Ebene liegt. Die auf Grund solcher Zerlegungen gegebenen 
Zusammensetzungen von Kräften 1 ) werden naturgemäß weitläuftig und 
umständlich. Man konnte erwarten, daß man ohne solche voraus- 
gehenden Zerlegungen direkt aus Grund- und Aufriß der gegebenen 
Kräfte, Grund- und Aufriß der gesuchten Kräfte in einfacherer Weise 
würde konstruieren können. Im folgenden gebe ich zwei solcher Kon- 
struktionen, deren erste das gegebene System auf ein Kraftkreuz, deren 
zweite es auf eine Einzelkraft und ein Kräftepaar reduziert. Bei beiden 
werden lediglich Kräfte- und Seilpolygone in der Grundriß- und in 
der Aufrißebene benutzt. 

Es seien also die Kräfte ?ß 1; Sßj,---Sß a zusammenzusetzen. Ge- 
sucht wird ein Kraftkreuz, bestehend aus zwei Kräften © und ® w , so 

daß die geometrische Summe $ß x + ^ -| \- Sß n — © n — © ist. Stehen 

Kräfte im Gleichgewicht, dann auch ihre Projektionen, weil die Pro- 
jektion eines Kräfteparallelogramms wieder ein solches ist. Also ist auch 

?; + ••• + *:-©;-©,' 

und 

*r+ ••• + ¥." -er-e;, 

wenn $1, ©,;, ®J' die Horizontal- und $i', @o, ©n' die Vertikal- 
projektionen von 5ß A , © und ©„ sind. Um ein Kraftkreuz © , ©„ 
zu finden, genügt es also, die Kräfte ©q, ©i, ©^', ©^', so zu kon- 
struieren, daß 

& + ••• + *: -®:-s; 

und 

$;+... + $:- ©»'-©; 

1) 8. die Übersicht hierüber in: Enzykl. d. Math. IV. 1. S. 881 «F. 
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i*ty und daß ©J, @q' und ©*, ©»'die Projektionen zweier Kräfte © , £, 
*ind. Man konstruiert zunächst irgend ein Seilpolygon ®' Q9 @j, ©j, • • •, Si 
für das System %, ^," %, so daß a* 80 

«-«;-©,' 

*.-©;- 6.-1 
*; + « + - + *:-6i-6 ist. 

Nun kann das Seüpolygon ©^ •••> ®«' fö r das System $",..., ?." 
nicht mehr ganz beliebig konstruiert werden. Vielmehr ist bereits seine 
erste Ecke P," auf ?ß" bestimmt, ebenso seine letzte Ecke P»' auf $«'• 
Legt man erst versuchsweise ©q' beliebig durch P£ und macht ©0' so 
lang, daß ©^ und ©^ zusammen die Projektionen einer Kraft © re- 
präsentieren, so wird dadurch das ganze Seilpolygon ©^', • • •, ©» be- 
stimmt. Dreht man ©q' um P' Q ', gibt &' Q ' immer die betreffende Länge 
und konstruiert das Seilpolygon © ', . .., ©»', so dreht sich nach einem 
bekannten Satz ©»' um einen Punkt A der zur Projektionsachse Senk- 
rechten durch Pj\ Dieser Punkt A ist also durch ein einziges solches 
Seilpolygon ©q', . .., ©i' bestimmt. Nachdem aus einem solchen der 
Punkt A gefunden, ergibt sich ©„' in der Graden AP'n eindeutig, und 
aus ©*' kann man das Seilpolygon ©»', ®»_i, ..., ©q' rückwärts kon- 
struieren. Alsdann sind ©q,©q' die Projektionen einer Kraft © , und 
©i, ©n die Projektionen einer Kraft © n , und es ist ©„— © ein re- 
sultierendes Kraftkreuz der Kräfte Sß 1; $2> •••$*• Dabei wird also der 
Satz angewendet: 

Bilden von einem räumlichen Kräftesystem die beiden Projektionen 
Gleichgewichtssysteme, so ist das System selbst im Gleichgewicht; weil 
nämlich ein Viereck, dessen beide Projektionen Parallelogramme sind, 
selbst ein Parallelogramm ist. 

Will man das System *ß 1? $„••-,$, auf eine Einzelkraft 31 und 
ein dazu senkrechtes Paar 9S n+1 — 9S reduzieren, so füge man zunächst 
eine Kraft 5ß Ä+1 dem System hinzu, die nach Größe und Richtung 
mit der nach Größe und Richtung bekannten Kraft — SR übereinstimmt; 
dann liefert obige Konstruktion für ty x + Sß a H \- *ß n+1 ein Kräfte- 
paar % n + i — £ > dessen Projektion auf eine zu SR senkrechte Ebene das 
gesuchte Paar SS n+1 — 9S ergibt. Schließlich erhält man durch An- 
wendung derselben Konstruktion auf 5ß t + ^ -\ 1- 5ß n + SB — S„ + i 

die Einzelkraft SR. 

Eldena i. P., April 1907. 
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Lösung einer geometrischen Anfgabe in bezng anf kotierte 

Pläne. 1 ) 

Von J. Schnockel in Berlin. 

Bei der tachymetrischen Aufnahme des Geländes nach ebenen Drei- 
ecken und windschiefen Vierecken, mit welch letzteren sattelförmige 
Geländeflächen sich am günstigsten aufnehmen lassen, kann die Be- 
rechnung der Kote eines seiner Lage nach gegebenen Punktes R 
(Fig. 1 und 2) erforderlich werden, wenn die Koten der Eckpunkte- 
(2, II, III, IV im windschiefen Viereck) gemessen und bekannt sind. 
Liegt H in einem ebenen Dreieck, so läßt sich seine Kote aus den 
Koten der drei Eckpunkte dadurch finden, daß man die Verbindungs- 
linie von H mit einem Eckpunkt bis zum Schnitt mit der Gegenseite 
verlängert, die abgeschnittenen Stücke graphisch aus der Karte ent- 
nimmt und nun die Koten des Schnittpunktes und des Punktes H 
interpoliert. Die sattelförmige Fläche des windschiefen Vierecks ist 
dagegen ein hyperbolisches Paraboloid, so daß man die Kote von H 
nicht durch Interpolation finden kann, ohne die Lage derjenigen die 
krumme Fläche erzeugenden Geraden (in Fig. 1 und 2 VVI und VII VHI) r 
die durch H gehen, vorher rechnerisch oder konstruktiv festzulegen. 

Die analytische Lösung führt auf eine für die praktische Rechnung 
ungeeignete Gleichung zweiten Grades, weshalb im folgenden eine ein- 
fache geometrische Konstruktion mit Zeichendreiecken und Zirkel, den 
man hier vorteilhaft durch ein Stück Paus- pi g . x . 

papier ersetzt, beschrieben werden soll. Die 
durch E zu legenden Geraden müssen die 
Seiten des windschiefen Vierecks nach gleichem 
Verhältnis teilen. 

1. Abschnitt. 

Man zieht zu irgend zwei aufeinander- 
folgenden Vierecksseiten z.B. IUI und III IV 
in Fig. 1 mit Hilfe zweier Zeichendreiecke 
Parallele durch die Ecken 2 und IV, welche 
sich in K schneiden. 

Den Winkel IV II K =- s zeichnet man auf Pauspapier durch, 
trägt ihn in II an die Seite III, in IV an IV III nach links an und 
erhält S als Schnittpunkt der freien Schenkel. 

1) Wird mit Zustimmung der beiderseitigen Schriftleitungen gleichzeitig in 
der Zeitschrift für YermeBBungswesen abgedruckt. 




i 
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Sollen du«ch einen beliebig gewählten Punkt H die die windschiefe 
Flache erzeugenden beiden Geraden gelegt werden, so bewegt man das 
Pauspapier mit dem Winkel s derart, daß der Scheitelpunkt auf der 
Seite II IV entlanggleitet, während der linke Schenkel durch den Punkt 
S geht. Sobald der rechte Schenkel den Punkt H trifft, was in Lage 
VIV und IX VII der Fall sein wird, sind VE VI und VII H Till 
die gesuchten Geraden. 

Statt des Pauspapiers, dessen Verwendung besonders zweckmäßig 
ist, wenn mehrere Punkte H gegeben sind, kann man den Winkel e 
mit dem Zirkel an die Seiten III, IV III und nachträglich an HS 
yon H aus nach rechts antragen. Das Lot in H auf dem freien 
Schenkel 1 ) und das Mittellot von HS schneiden sieb dann im Zentrum 
eines Kreises, der durch H und S geht und die Seite HIV in den 
gesuchten Punkten VI und IX trifft. (In der Figur ist der Kreis 
nicht gezeichnet.) 

2. Abschnitt. 

Die Konstruktion kann auch yon der Seite III aus, anstelle von 
HIV und mit Winkel Kill = a anstatt € oder allgemein von jeder 

Vierecksseite aus mit dem ent- 
sprechenden Winkel ausgeführt 
werden (vgL Fig. 2). Wird der 
Zirkel benützt, so trägt man a von 
H aus an HS nach links an und 
errichtet in H auf dem freien 
Schenkel ein Lot, das sich mit dem 
Mittellot von HS im Zentrum eines 
durch H und S gehenden Kreises 
schneidet. Seine beiden Schnitt- 
punkte auf III liegen mit H auf 
den gesuchten Geraden. 

Zweckmäßig ist es, den ganzen 
a und e enthaltenden Strahlbüschel 
HIV, II K, III auf Pauspapier 
zu bringen. Dann läßt sich S von den drei Ecken IV, H und J 
aus gleichzeitig vorwärts abschneiden, was eine Kontrolle für die 
richtige Lage des Punktes S gibt. Die Gerade VIHV wird dann 
mit Hilfe von e, dagegen VII H VIII mit a abgesetzt, sodaß die 



Fig. 2. 




1) Dieser Schenkel bildet mit HS den Tangentenwinkel £ des Kreise«, der 
gleich den Peripheriewinkeln SVIH und SIXH ist. 
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sonst notwendige Verlängerung IV IX fortfällt und die Bestimmung 
korrekter wird. 

In Fig. 1 ist II K die gemeinschaftliche Basis der beiden Kon- 
vergenzdreiecke IIKIV bezüglich der Vierecksseiten IUI, HIV 
und II KI bezüglich III, III IV. Die Richtung der Basis kann man 
auf vier verschiedenen Wegen konstruieren; so sind in Fig. 2 die 
Seiten III und IUI dazu benützt und die Basisrichtung NIVL — IM 
erhalten worden. 

Durch Verlängerung je zweier gegenüberliegender Seiten des Vier- 
ecks zum vollständigen Vierseit entstehen vier Dreiecke. 1 ) Die ihnen 
umgeschriebenen Kreise gehen durch S, woraus eine andere Konstruktion 
dieses Punktes folgt. 

Er liegt innerhalb des Winkels DIIIC, wenn K innerhalb des 
Vierecks liegt. Sind zwei gegenüberliegende Vierecksseiten einander 
parallel, so fällt S mit dem Schnittpunkt der beiden nichtparallelen 
Seiten zusammen. 

Fällt man von S Lote auf die Seiten, z. B. in Fig. 2 auf III 
und HIV, so gestaltet sich die weitere Konstruktion sehr einfach. 
Entsprechend dem im ersten Abschnitt gegebenen Verfahren mit dem 
Strahlbüschel bewegt man hier den rechten Winkel eines Zeichen- 
dreiecks so, daß der Scheitelpunkt die feste Gerade g, die Verbindungs- 
linie der Fußpunkte A und E durchläuft, während der eine Schenkel 
durch S geht. Trifft der andere Schenkel 2 ) den Punkt H, so gibt er 
in FH und BH die Lage der gesuchten Geraden an. Eine Kontrolle 
besteht wieder darin, daß die Fußpunkte aller Lote von S auf die Seiten 
in einer Geraden g liegen müssen. 

Beispiel einer Kotenberechnung. 

In Fig. 2 sind die Koten der Eckpunkte des windschiefen Vier- 
ecks eingetragen. Greift man im Maßstab 1 : 1000 die Längen III V 

— 21,1m, 1111= 36,8 m usw. ab, so erhält man mit Anwendung 

21 1 

des logarithmischen Rechenschiebers Kote F= Kote III + - -- • 9,77 

- 58,27 und Kote VI - Kote II + J-J^ . 4,22 - 57,65. Hieraus findet 

sich Kote H - Kote VI + *-*£ • 0,62 - 57,93. Aus den Koten VII und 

VIII ergibt sich für H andererseits 57,96. Die gute Übereinstimmung 
läßt einen Schluß auf die Genauigkeit der Konstruktion zu. 



1) Das vollständige Vierseit ist in den Figuren nicht ausgezogen. 

2) Dieser Schenkel umhüllt eine Parabel. 
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Fig. s. 



3. Abschnitt. 

Zum Beweise der bisher aufgestellten Behauptungen geht man von 
Fig. 3 aus. Der Strahlbüschel S = a, b, c, d, e und die Punktreihe 
g =» A, B, C, D, E mögen sich in perspektiver Lage befinden. In 
diesen Punkten sei jeder Strahl unter dem gleichen Winkel IIAS=VIBS 
= IVCS - ZDS = ZES gebrochen. Dann sind AIDS, BVDS, 
CIIIDS Sehnenvierecke, weü <£SDI = 180° - ZDS - 180° - IAS 
- 180° - VBS - 180° - IIICS. Also ist <£DAS - BIS - a, 
*£DBS ~DVS = ß, DCS = DIIIS - y als Peripheriewinkel in den 

drei Kreisen über der Sehne BS. 
Somit ist der Strahlbüschel S=a,b,c 
ähnlich dem gleichfalls Perspektiven 
Büschel SI, SIII, SV und auch 
dem Büschel SU, SIV, 871. Im 
Anschluß an die Darstellungsweise, 
die Professor 0. Staude 1 ) in 
seiner „Analytischen Geometrie" 
§ 5, Nr. 2, 8 und 9 gibt, folgt 
daraus: 

Befindet sich ein SiraMbüsdid 
S=*a, b, c, d, e und eine Punktreike 
g — A, B, C, D, E in perspektiver 
Lage und sind die Strahlen in diesen 
Punkten unter gleichen Winkdn ge- 
brochen, so schneiden drei von ihnen 
die anderen beiden in je drei ent- 
jpmAtWt'N Punkten, die dasselbe einfache TeilungsverhäUnis haben: 

v 4 r/n - {.iiiiv) - (ii iv vi), (civiiT) - (aiii). 

Au* der Ähnlichkeit der Perspektiven Strahlbüschel mit dem ge- 
uuHumMu*n Scheitel 8 und den Punktreihen d - 1, III, D und e — II,I7,E 
t>iut>r«tHU % <• und c andererseits folgt, daß alle in der Punktreihe g ge- 
buHitum*u Strahlen des Büschels S in den Schnittpunkten mit a um 
VVmkol w x mit c um y, mit d um d und mit e um £ gegen Punkt S 
H^noliM Html Man kann also vom Viereck III III IV oder vom 
t"lttttaiuUi(tni Vierseit (in Fig. 3 teilweise Btark ausgezogen) a, c, <J, e 
*U houvUui ausgehend, den Scheitel S von den vier resp. sechs Ecken 
•*»»«* uuivh tlit> Richtungen IS, IIS usw. festlegen, sofern einer der 
Wiukol * k y % $ oder b bekannt ist. 

«» \"*l,\U*cUt Geometrie des Punktes, der geraden Linie und der Ebene 11 . 
l>4k,K lm ^ Vtttltn von B. G. Teubner, Leipzig 1905. 
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Nun ist KIV gleich und parallel IUI, und die Strahlbüschel 
d *=>> I, HI, D und e «=■ II, IV, E sind, wie oben bewiesen, ähnlich. 
Daraus folgt: 

KIV: II1V= Ulli II IV '= DS : ES. 

Ferner ist: 

<£ KIVII - <$:de - <£DS,E. 

Mithin sind die Dreiecke II KIV und UDS ahnlich, sodaß 
3ZIVIIK=€. Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke II KI und J.CS 
folgt weiter, daß ^KIH = a. Demnach sind die Richtungswinkel 
et, y, <J, £ aus dem gegebenen Viereck leicht zu konstruieren. 

Bestimmt man (vgl. Abschnitt 2) die Basisrichtung der Konvergenz- 
dreiecke dadurch, daß IIN parallel und gleich IUI gemacht wird, so 
ist IINKIV (Fig. 2 und 3) ein Parallelogramm und die Basisrich- 
tungen NIV und II K sind daher einander gleich. Die in einer Punkt- 
reihe g rechtwinklig gebrochenen Strahlen wie a, b usw. sind nach 
einem bekannten geometrischen Lehrsatz Tangenten an eine Parabel 
mit dem Brennpunkt S und der Scheiteltangente g. Ferner ist II K 
die Richtung der Hauptachse, da sich nun ^CKIIA und II AE zu 
90° ergänzen. 

Es ist 3:IZII=<£de = DSE=ISII=IIISrV wegen der 
Ähnlichkeit der Strahlbüschel mit den Punktreihen g, a, c. Also sind 
IIISZ und IIIIVSZ Kreisvierecke. 1 ) Daher ist ferner: ^SZIII 
— SIVIII~IVIIK=£. Ist Z' die zweite (in Fig. 3 nicht ge- 
zeichnete) äußere Ecke des vollständigen Yierseits a, c, d, e, so ist ent- 
sprechend ^IIIZ f S — Kill = a. Da nun K der innerhalb des Vier- 
ecks liegende Konvergenzpunkt ist, so sind * und b immer größer als 
Null und kleiner als ^C IV III Punkt 8 liegt daher stets außerhalb 
des vollständigen Vierseits in der Winkelfläche ZIIIZ'. Auch ist 
leicht erkennbar, daß S auf der Geraden ZZ' liegt, wenn III III IV 
ein Kreisviereck, daß er aber mit Z oder Z' zusammenfällt, wenn es 
ein Paralleltrapez ist. 

1) Dies ist eine aus der Geometrie der Parabel schon bekannte Eigenschaft. 



J 
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Exp^rimentellei zmn Gaußi sehen Fehlergeaetv. 



Experimentelles zum Ganfiischeii Felllergesetz. 

Von Otto Grürer in München, 

Auf Veranlassung toh Herrn Prof. Sommerfeld und im Anschluß 
an seine Vorlesung über kinetische Gastheorie wurden von meinem 
Bruder und mir eiuige Versuche angestellt mit der „Qnmcimi z^ 
Illustration des Fehlergesetzes von Francis Galton ul ; ans der hiesige 
mathematisch -physikalischen Sammlung des Staates. 

Auf einem geneigten 
Brett sind etwa 1Ü00 
Nagel m gleichseitigen 
Dreiecken mit einem Zwi- 
schenraum von 8 mm an* 
geordnet. Zwischen ihnen 
rollen aus einem Trichter 
Schrotkugeln herab and 
werden an der Basis von 
29 Fächern aufgenommen 
(siehe Abbildung!. Die 
Kugeln sollen sich auf 
die einzelnen Fächer nach 
dem Gaußi sehen Fehler^ 
gesetz verteilen, mit dem 
Maximum der Dichte in 
dem mittelsten Fach. 



o /<, 
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Es wurden 32 Versuche mit insgesamt 22 162 Kugeln in 4 Gruppen 
angestellt: 1. mit Schrotkugeln von 2,2 mm Durchmesser, 2. mit ftüktaa 
von 1,2 mm Durchmesser und zwar a) bei einer Neigung des Brettes 
Tun 12* gegen den Horizont, b> bei einer Neigung von 28%® Die 
Kugeln in den einzelnen Fächern wurden abgezahlt. 

Die Figuren 1 und 2 geben iwei charakteristische Einzel versuche 
wieder (die Ordinalen proportional den Kugelzahlen in dem betreffenden 
Fache, die Abszissen gleich der von der Mitte gerechneten Facherzahl); 
die Figuren S bis 6 stellen das Mittel aus den 4 Gruppen der je unter 

heu Umstanden angestellten Einielversuche dar. 



SM* Dyck, Katalog 
ÄVHicil^, Appaimtt u» 



hjsitalucher 
i$*i, S IM L *. Nachtrag S. 6. 



Von Otto Gbubeb. 
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Es ergaben sich Abweichungen von der Rechts-Links-Symmetrie 
der Kugelverteilung um die Mitte und zwar einmal unregelmäßige, die 
auf die zu geringe Empfindlichkeit der an der Quincunx angebrachten 
Libelle und die dadurch bedingten zufälligen Justierungsfehler des Brettes 
zurückzufuhren sind, und dann regelmäßige nach der rechten Seite, die 

Flg. ». 




vermutlich ihre Ursache in einer leichten Verwerfung des Holzes haben 
und sich namentlich in Fig. 3 deutlich ausprägen. 

Um die Resultate der einzelnen Versuche besser miteinander ver- 
gleichen zu können, wurden alle Versuche auf eine Kugelsumme von 
500 Kugeln reduziert. Mit der Gaußischen Fehlerkurve wurden die 



Fig. 3. 




Fig. 5. 




Ergebnisse nach dem Vorgehen von Jordan 1 ) in der Weise verglichen, 
daß zunächst die mittlere Abweichung von der Mitte berechnet wurde 
(als Wurzel aus der Summe der mit den entsprechenden Kugelzahlen 
multiplizierten Fächerzahlquadrate gebrochen durch die Gesamtkugelzahl). 
Dann wurde mittels der Tabelle von Jordan, die die Wahrscheinlichkeit 
eines Fehlers zwischen Null und dem »-fachen mittleren Fehler angibt, 
die dieser mittleren Abweichung entsprechende Gaußische Fehlerkurve 
gesucht. 

1) Jordan, Handbuch der Vermessungskunde , 5. Aufl. Stuttgart 1904, I. Bd. 
§ 189, S. 669 ff, u. Anhang S. [21]. 

21* 



Es ergaben sieh die in der vorletzten Spalte wiedergegeben^!] 
mittleren Abweichungen für die Mittelwerte der einzelnen Versacke 

r Bn ""*°' *»— "asr 

liehen Fächern ' y. . 
I. Gruppe (2,2mm Kugeln, 12° Neigung) ± 5,3 Fächer ± 4,1 Fächer 
IL „ (2,2 mm n ,28%° „ ) ± 6,1 „ ±4,26, 

IUI. n (1,2 mm n ,12* 7J ) ±3,55 , ±3,38 „ 
IV. w (1,2mm „ ,28%° n ) ±4,44 n ±$ß 
Ana dieser Tabelle geht hervor, daß einmal der größeren Kugel- 
größe, dann aber auch einer größeren Neigung des Brettes eine größere 
mittlere Abweichung entspricht. 

Die mit diesen mittleren Abweichungen gefundenen theoretischen 
Kurven (in Fig 3 bis 6 die punktierten Kurven) schmiegen sich den 
aus den Versuchen erhaltenen sehr schlecht an. Der Grund liegt im 
Bau des Instrumentes, Es sollten nämlich in die äußersten Fächer nur 
diejenigen Kugeln fallen, die eine die Breite des Instrumentes über- 
schreitende Abweichung haben. Bei dem vorliegenden Instrument dnd 
jedoch samtliche Nägel in einem gleichseitigen Dreieck angeordnet, m 
«leisen oberer Spitze die Trichterniündung liegt. Kugeln, die so ab- 
prallen, daß sie aus diesem Dreieck herausgeraten, begegnen dort keinem 
Hindernis mehr und kommen daher in größerer Anzahl in die äußeren 
Fächer, als wenn ihnen auch außerhalb des Dreieckes Nägel entgegen- 
stünden Es wäre also zweckmäßiger auch den Raum außerhalb des 
benagelten Dreieckes mit Nägeln auszufüllen entsprechend der von 
Galten angegebenen Abbildung (siehe obiges Zitat i 

Da mehrere Versuche zeigten, daß die Kugelzahlen in dem v 
? ache von außen bereits nahezu Null sind, wurden von mir die in «he 
äußersten Fächer fallenden Kugeln weggelassen und ohne diese die 
mittlere Abweichung berechnet. Sie findet sich in der letzten Spalte 
der Tabelle. 

Dm mit diesen mittleren Abweichungen gefundenen theoretischen 

Larven (in Fig, 3 bis 6 die ausgezogenem schmiegen sich den aus den Vir 

ichen gewonnenen sehr gut an- Hierdurch zeigt sich die Berechtigimg 

sere Quincunx in der Tat als Mittel zur Veranschaulichung des 

Bischen Fehlergesetaes anzusehen. 

Kino Eigentümlichkeit der Versuehskurven ist das regelmäßige 

rorkoiuuien van Zacken. Diese treten bei sämtlichen Einzel versuchen 

tir deutlich und charakteristisch hervor (il B. Fig, I n. 2). Bei den 

Üttclwertou der Kugelzahlen fnr die einzelnen Fächer (Fig. 3 bis 6) 
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überdecken sich diese Zacken gegenseitig etwas wegen der oben er- 
wähnten unregelmäßigen Abweichung in der Verteilung, doch sind sie 
auch hier deutlich vorhanden. Es lassen sich 4 Paare nahezu symmetrisch 
zur Mitte liegender Zacken erkennen. Sucht man für die einzelnen 
Versuchsreihen jeweils das dem einzelnen Zacken im Mittel entsprechende 
Fach, so ist es für sämtliche Gruppen das gleiche, d. h. die Lage der 
Zacken scheint von der Kugelgröße und Neigung des Instrumentes nicht 
wesentlich abzuhängen. Dies wird durch die Figuren 7 u. 8 erläutert. 
In ihnen sind für die Gruppen I bez. IQ nur die mittleren Abszissen 
und Ordinaten der Zacken dargestellt, wobei das Mittel aus der rechten 
und linken Hälfte vereint gebildet und symmetrisch aufgetragen wurde. 




Die geringe Abhängigkeit von Kugelgröße und Neigung läßt ver- 
muten, daß die Lage der Zacken von der Anordnung der Nägel herrührt. 
Nun zieht eine gerade Nagelreihe von der Trichtermündung zum Fach 
in der Mitte, die augenscheinlich die Kugeln von diesem Fach abhält. 
Zieht man aber auch (siehe Schema) durch den der Trichtermündung 
nächsten Nagel 1 und der Reihe nach durch die Nägel 2 und 3 Ver- 
bindungsgerade, so stellen diese ebenfalls gerade Nagelreihen dar, die auf 
das 4. bzw. die Scheidewand des 6. und 7. Faches von der Mitte gerechnet 
führen. Auf die diesen Fächern gegen die Mitte zu benachbarten Fächer 
fallen aber die weiteren Zackenminima, womit wohl ein Zusammenhang 
zwischen Zackenbildung und Nagelstellung nachgewiesen ist. 

Man sieht also im großen und ganzen auch in diesen Versuchen 
eine schöne Übereinstimmung mit dem Gaußiscben Fehlergesetz, denn 
die besprochenen periodischen Abweichungen finden ihre Erklärung in 
der Regelmäßigkeit der Nagelstellung und liegen daher durchaus im 
Sinne dieses großen Gesetzes, welches nur bei völliger Unordnung der 
Elementarfehler strenge Gültigkeit beansprucht. 



üt*m. zu d, Aufsatz über d + Aüwend. d, Fluchtpunkt schiene ubw. Von R, lbmta 



In dem Aufsatz 
iwending der 



Bemerkungen 
des Herrn Friedrieh Schilling tl Üher die 
FluchtpunktscMene in der Ferspektin."* 

i :' Diese Zeitschrift Band 56, S. 189—208), 
Von R. Mbhmke in Stuttgart 

L Herr Schilling sagt in der Anmerkung auf S. 192, daß b 
der Einstellung der dreiteiligen Fluchtpunktschiene in gewissen Palle^^^u 
(die deshalb zu vermeiden seien ) bei jedem neuen Schritt des Einstelletnz»* 
der eine Stift herausgenommen werden müßte. Ich babe das nie notier ig 
gehabt, weU die Gleitschienen genügend federten, um bequem über <L_Äie 
Stifte hinweg bewegt werden zu können. Natürlich wird der Wert d __, er 
Untersuchungen des Herrn Schilling darüber, wo man die Stute a^^ ; „ 
zweckmäßigsten einsteckt, hierdurch nicht vermindert, 

2. Das neue, auf S, 200 und 201 beschriebene EinsteUverfa! 
des Herrn Schilling ist gewiß eine dankenswerte Bereicherung der Hi^^g 
mittel, allein bei meinen zum Vergleich vorgenommenen Versuche efl 
bei denen ich die zur Einstellung nötigen Zeiten aufschrieb ? habe 
nicht finden können, daß es schneller zum Ziel führte als das äl*t: tifv 
(diese Zeitschrift Band 42, 1897, S, 100— 101> Herr Schilling ^ 
auf S. 202, daß beim neuen Verfahren bei jedem Schritt sogleich b©/^ 
Schienen korrigiert würden, während beim alten hierzu zwei ein^e/j^ 
Schritte nötig seien, aber nach meinen Beobachtungen ist eben fa 
Anzahl der einzelnen Schritte beim neuen nicht kleiner als beim alten. 
Man könnte es ebensogut als einen Mangel des neuen Verfahrens hin- 
stellen, daß bei jedem Schritt beide Gleitsehienen statt einer korrigiert 
werden müssen. Selbst verständlich kann auch beim alten Verfahren 
jede einzelne Lage der Fluchtpunktschiene durch einen Strich auf dem 
Papitr bezeichnet und wiedergefunden werden, und man braucht eben- 
falls nur eine Schiene mit der Hand festzuhalten, nicht zweL Endlich 
kann es beim neuen Verfahren leicht vorkommen, daß man den ersten 
Schritt oder sogar noch einen späteren umsonst tut, indem man siel 
dabei von der richtigen Lage entfernt, statt sich ihr zn nähern, 
keim alten Verfahren jeder Schritt unbedingt näher zum Ziel füh 

lb scheint mir die Frage« welches der beiden vorzuziehen 
ghieden zu sein. 
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3. Das von Herrn Schilling auf S. 203 in Zusatz 3 angegebene 
Verfahren ; die Fluchtpunktschiene auf einen unzugänglichen Flucht- 
punkt einzustellen; der auf einer gegebenen Geraden in gegebenem Ab- 
stand ron einem bekannten Punkt dieser Geraden liegt; ist schön von 
mir (diese Zeitschrift Band 42 ; 1897 f S. 103) vorgeschlagen worden. 
Ich bin dort noch einen Schritt weiter gegangen und habe empfohlen, 
auf dem Rand der Zeichenschiene eine Teilung anzubringen; die ohne 
Rechnung oder Konstruktion ein sofortiges; endgültiges Einstellen erlaubt. 



Kleinere Mitteilungen. 

Erläuterung zu einer Tabelle in: „Sechsstellige Gaußische und sieben- 
stellige gemeine Logarithmen" von S. Gundelflnger. 

(Nach einer brieflichen Mitteilung des Verfassers.) 

Die zweite Auflage der in der Überschrift genannten Tafeln, Leipzig 1902, 
enthält in einer Ergänzung zu S. 1 der ersten Auflage unter Nummer III ein 
Täfelchen, das den Zweck hat, für B > 2 den Wert von B — A auf bequeme 
Weise zu liefern. Es wird 

gesetzt, dann ist, wenn B den zum Argument A gehörigen Wert in der Tafel 
der Additionslogarithmen bezeichnet, 

B-A-Bt-At + k, 

wo die Korrektion h sich gerade dem erwähnten Täfelchen entnehmen läßt. 
Die Erklärung ist folgende. Setzt man, unter log den gemeinen Logarithmus 
verstehend, 

A — log x , 
dann ist bekanntlich 

also wird für B = Aqi 

Hieraus folgt 



B = log(l+s), 



k=>B-A 



w-u-wl'+'-if:-! 

( ! + »)' 2* + *« 

l0 8 2¥+^~ «(1 + *)' 

-^j + V-^(-^) 
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wo M den Modul der gemeinen Logarithmen und # eine Größe zwischen 
und 1 bedeutet Wenn 23 = 2,000, so wird annähernd ff-»99,dl, ^ m 
1 + % > 100* Da ferner M < ^ , so betragt, wenn man für B > 2 



setzt, der Fehler weniger als 



* ("100 ) ' 



d, h, weniger als eine halbe Einheit der achten Dezimale. Deshalb konnten 
in dem fraglichen Tafelchen, dessen zweite Spalte die Werte fc, in EiülciteD 
der siebenten Dezimale, von 5 angefangen bis 435 immer von 10 zu 10 fort* 
schreitend enthält, die zugehörigen B in der ersten Spalte folgendermaßen 
berechnet werden. Aus der obigen Näherungsformel für k folgt durch Lo^a- 
rifchmieren 

log * = log M-2 log(l+x), 
woraus man, da 

log (i + x) - B 
ist, erhalt: 

log M — log k 



B 



Dabei ist log M = 9, 637 7343 113 — 10, 



Mathematische Schreibmaschine. 

Die „Hanunond Typewriter Co." in Neuyork teilt mit, daß sie eine mathe- 
matische Schreibmaschine auf den Markt gebracht hat. Mit dieser Maschine 
können mathematische Manuskripte vollständig geschrieben werden, ohne daß 
man, wie es seither der Fall war, genötigt ist, für griechische Buchstaben und 
gewisse mathematische Zeichen , die auf andern Schreibmaschinen gewöhnlich 
fehlen, Kaum zu lassen und sie nachträglich mit der Feder einzusetzen. Dm 
Typenrad enthalt 120 Buchstaben und Zeichen, darunter außer =, +, — , EX) 
und manchen anderen auch ein Wurzelzeichen, Summenzeichen (JJf. Integral- 
zeichen, ein „rundes De u (V) für partielle Differentiale, und außer den gewöhn- 
lichen Ziffern auch kleinere für Exponenten und Indizes. 
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Meisel, Dr. Ferdinand, Großh. Direktor der Gewerbe- und Handwerker- 
schule und Privatdozent an der Technischen Hochschule in Darmstadt, 
Elemente der geometrischen Optik. Eine Einfahrung in das Ver- 
ständnis der Wirkungsweise optischer Instrumente. Mit 157 Abbildungen 
im Texte. Hannover 1908, Verlag v. Dr. Max Jänecke. (69. Band der 
Bibliothek der gesamten Technik.) 294 S. kl. 8. Geh. n. Jt 4, geb. n. Jt 4,40. 
Der Verfasser gibt in der Einleitung eine ausfuhrliche Darstellung der 
Entstehung eines optischen Bildes. Er geht von der kaustischen Linie aus, 
legt die Abhängigkeit des Bildes vom Augenorte dar und leitet in ganz all- 
gemeiner Weise die Grundbegriffe — Hauptpunkte, Brennpunkte, Brenn- 
weiten — ab. Im ersten Abschnitte wird sodann die Spiegelung behandelt. 
Die durch einen ebenen Spiegel und durch die Zusammenstellung ebener 
Spiegel erzeugten Bilder, auch die praktischen Anwendungen des ebenen 
Spiegels werden eingehend besprochen. — Bei der Behandlung des an einer 
Kugelfläche gespiegelteu Strahls werden dann die Begriffe des Astigmatismus 
und der sphärischen Aberration abgeleitet. Ebenso wird die nun folgende 
Darlegung der durch sphärische Spiegel erzeugten Bilder zur allgemeinen 
Erklärung des Abbil dun gs Verhältnisses und der Vergrößerung benützt. Hier- 
bei wird auch das Bild eines unendlich großen und unendlich fernen Objekts, 
sowie das durch eine beliebige Öffnung erzeugte Sonnenbild untersucht. Auch 
das Tiefenabbildungsverhältnis wird ohne Zuhilfenahme höherer Rechnung 
behandelt. Es schließt sich nun die Kombination zweier sphärischer Spiegel 
an, deren Kardinalpunkte ermittelt werden. Bei dieser Gelegenheit werden 
auch die teleskopischen Systeme definiert. Mit einer Betrachtung der durch 
Rotation der Kegelschnitte erzeugten Flächen als Spiegel und der Spiegel- 
Teleskope schließt dieser Abschnitt. 

Im zweiten Abschnitte behandelt der Verfasser die Brechung des Lichts« 
Das Refraktionsgesetz und das Fermat'sche Prinzip werden vorgeführt; sodann 
schließt sich die Konstruktion des gebrochenen Strahls, dieser die totale Reflexion 
an. Die Weierstraßische Konstruktion für die brechende Kugelfläche führt un- 
mittelbar auf die aberrationsfreien Punkte. Bei der Behandlung der Strahlen- 
brechung an einer Ebene wird die Entstehung der Bilder unter Wasser befind- 
licher Gegenstände und ihre Abhängigkeit vom Auge eingehend besprochen. 
Der optischen Wirkung einer planparallelen Platte schließt sich der absolute 
Brechungsquotient an. Bei der Betrachtung des Prismas wird auch die 
Bildumkehrung durch eine Kombination zweier rechtwinkliger, gleichschenk- 
liger Prismen dargelegt. — Die Brechung an einer Kugelfläche, bei der auch 
die totale Reflexion nicht vergessen wird, leitet zur Behandlung der Linsen 
über. Für die Lage der Kardinalpunkte werden genaue, allgemein gültige 
Formeln aufgestellt. Bei dieser Gelegenheit wird auch gezeigt, daß eine 
Linse, die am Rande dicker als in der Mitte ist, gleichwohl eine Sammellinse 
sein kann und die Bedeutung der Eul ersehen Näherungsformel erläutert. 
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Aach die Bedeutung des optischen Mittelpunktes wird eingehend besprochen. 
Es schließt sich nun eine die Dicke nicht vernachlässigende Behandlung des 
Linsenspiegels und sodann die allgemeine Betrachtung eines Systems zentrierter 
brechender Kugelflächen an Hierbei folgt der Verfasser im großen Ganzen 
den Spuren Abbes 1 ) und betont namentlich das Konvergenzverhältnis und die 
Knotenpunkte. Auch der Durchgang der Parallelstrahlenbüschel wird ein- 
gehend besprochen. Es folgt die Zusammensetzung zweier Linsensysteme; 
die verschiedenen möglichen Fälle werden durchgenommen und im Anschluß 
daran die teleskopischen Linsensysteme betrachtet. Den Schluß dieses Ab- 
schnitts bildet die Besprechung der Abbildungsfehler, der Sinusbedingung 
und der aplanatischen Punkte. 

Der dritte Abschnitt ist der Farbenzerstreuung gewidmet. Die Ent- 
stehung des Spektrums wird geschildert und die Bedingung seiner Umkebrung 
dargelegt. Das Zerstreuungsvermögen wird abgeleitet, die Prismen-Kombina- 
tion mit gerader Durchsicht und die ohne Ablenkung kurz behandelt. Bei 
der nun folgenden Besprechung der achromatischen Linse wird besonderes Ge- 
wicht auf die Unterscheidung der ganz verschiedenen Bedingungen des Zu- 
sammenfallen8 der Brennpunkte und der Gleichheit der Brennweiten für zwei 
Farben gelegt. Auch die Möglichkeit der achromatischen Linse aus einem 
Glasstücke, und zwar für jede der beiden Bedingungen wird dargelegt. 

Der vierte Abschnitt, in dem die Fernrohre und Mikroskope behan- 
delt werden, beginnt mit einer allgemeinen Betrachtung der Vergrößerung; 
hierbei wird auch der Begriff der leeren Vergrößerung abgeleitet. Die durch 
eine einfache Linse und die durch eine Kombination zweier Linsensysteme 
erzeugte Vergrößerung werden ausführlich behandelt. Das Gesichtsfeld des 
astronomischen und das des holländischen Fernrohres gelangen zur Behand- 
lung, und nun folgt eine Darlegung des durch Abbe eingeführten Begriffs 
der Eintritts- und der Austrittspupille. Die Lichtstärke, die sie beim Mikro- 
skope bedingende numerische Apertur und die Schilderung der Wirkung der 
Immersion schließen sich an. Schließlich werden die Objektive und die Oku- 
lare der Fernrohre und Mikroskope und die photographischen Objektive kurz 
behandelt. 

Wenn wir zu dem hier mitgeteilten Inhalt des Werkes noch bemerken, 
daß es bei aller Kürze und Prägnanz des Ausdrucks überaus klar und mit 
ganz elementaren Hilfsmitteln der Mathematik geschrieben ist, so darf man 
das Buch als eines der reichhaltigsten und besten Werke auf dem Gebiete 
der geometrischen Optik bezeichnen, so lange man die Theorie der optischen 
Abbildung im Sinne der Wellentheorie ausschließt. 

Darmstadt. . S. Gundelfinger. 

1) Bekanntlich hat Gauß durch seine Theorie der Hauptstrahlen und Haupt- 
punkte die erste genaue Definition der beiden Brennweiten für ein System mehrerer 
Linsen auf gemeinschaftlicher Achse gegeben. Seit den Arbeiten Abbes ist 
es fast unbegreiflich, daß Gauß sich bei seinen Untersuchungen über die Theorie 
der Abbildung durch ein unendlich wenig geöffnetes Strahlenbündel auf das 
Snelliusßche Brechungdgesetz gestützt hat, während Abbe zuerst erkannt zu haben 
acheint, daß die Gesetze der Abbildung im elementaren zylindrischen Raum von 
der Art der physikalischen Verwirklichung der Abbildung ganz unabhängig und 
rein geometrischer Natur sind. In der Einleitung des vorliegenden Buches werden 
nun die fundamentalen Begriffe „Brennpunkte, Hauptpunkte, Brennweiten" in der 
allgemeinsten Weise aus weit geöffneten Büscheln abgeleitet. 
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Dr. QinO Loria, ord. Professor der höheren Geometrie an der Universität 
Genua, Vorlesungen über darstellende Geometrie. Autorisierte, nach 
dem italienischen Manuskript bearbeitete deutsche Ausgabe von Fritz 
Schütte, Oberlehrer am Gymnasium zu Düren. In 2 Teilen. 1. Teil: Die 
Darstellungsmethoden. A. u. d . T. : TeubnersSammlung von Lehrbüchern 
auf dem Gebiete der mathematischen Wissenschaften mit Einschluß ihrer 
Anwendungen. Bd. 25, 1. Mit 163 Figuren. [XI u. 219 S.] 8. Leipzig 
1907, B. G. Teubner. Geb. n. Jt 6.80. 
Das vorliegende Buch behandelt in ausgezeichneter Weise die Methoden 
der darstellenden Geometrie; es könnte den Titel tragen: theoretische dar- 
stellende Geometrie. Auf die Reichhaltigkeit des Inhaltes kann man schon 
aus der Disposition des Stoffes schließen: in fünf Büchern werden bebandelt 
1. Die Monge sehe Methode der doppelten Orthogonalprojektion; 2. Die Zentral- 
projektion (Freie Perspektive); 3. Die Methode der kotierten Projektionen; 
4. Die Axonometrie; 5. Die Photogrammetrie. Einige Bemerkungen über die 
Werkzeuge des Geometers, über Geometrie des Zirkels und über Geometro- 
graphie bilden die Einleitung. Aus der neueren Geometrie werden die Elemente 
vorausgesetzt etwa in dem Umfange, wie man sie in dem Buche von Enriques 
findet. Der Verfasser zieht diese Disziplin von Anfang an zur Behandlung der 
Aufgaben der darstellenden Geometrie heran; dadurch gelangt er zu manchen 
interessanten Lösungen, wenn diese auch praktisch nicht immer zu bevorzugen 
sind. Vertraut mit der neueren Literatur weiß er dem viel bearbeiteten Stoffe 
neue und originelle Seiten abzugewinnen, er bewahrt die größte Allgemeinheit 
der Gesichtspunkte und versteht es, alle Teile in Zusammenhang zu bringen. 
Als besonders elegant seien erwähnt: die Projektion auf die Koinzidenzebene 
(S. 45), die Behandlung senkrechter Geraden und Ebenen in der freien Per- 
spektive (S. 114 ff), das Porisma II auf S. 135. Überhaupt möchte der Re- 
ferent das 2. Buch über die freie Perspektive als besonders gelungen bezeichnen, 
wahrend die Darstellung der Axonometrie weniger befriedigt Verdienstlich 
ist es auch, daß im 5. Buche die theoretische Photogrammetrie kurz behandelt 
wird. Wir finden erörtert, was man über eine Figur aussagen kann, wenn man 
von ihr in einer gegebenen Ebene eine Projektion aus einem unbekannten Zentrum 
kennt oder 2 bzw. 3 Projektionen in ebensovielen Ebenen. Der letzte Fall, 
wo vier Projektionen in vier gegebenen Ebenen bekannt sind und die Figur 
also der Gestalt nach bestimmt ist, wird leider ohne Beweis bloß angeführt. 
Hier wäre wohl auch ein Hinweis auf Finsterwalders Arbeiten am Platze 
gewesen, der in den letzten Jahren die Photogrammetrie auf neuen Grund- 
lagen aufgebaut hat. Zahlreiche Aufgaben sind durch das ganze Buch ver- 
streut. 

Dem Titel nach haben wir es mit Vorlesungen des Verfassers über dar- 
stellende Geometrie zu tun; es ist zu vermuten, daß der mehr praktische Teil, 
also die wirkliche zeichnerische Durchführung von Aufgaben etwa in besonderen 
Übungen erledigt wurde. Jedenfalls sind in dem Buche Ausführungen prak- 
tischer Art vermieden z. B. die sog. angewandte Perspektive, die Eigenschaft 
der Teilungspunkte, die Konstruktion von Maßstäben usw. Deswegen wird 
der mit dem Gegenstande schon Vertraute aus dem Buche mancherlei Nutzen 
ziehen können; einem Anfanger aber oder auch einem Techniker kann man es 
weniger empfehlen. Für diese ist es. auch nötig Figuren beizufügen, die sorg- 
faltig und auf eine gewisse Bildwirkung hin durchgeführt sind. 
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Denn über den beigefügten Figuren hat kein guter Stern gewaltet; sie 
sind — welchem Zwecke sie nun auch dienen mögen — zu ungenau, zu wenig 
übersichtlich und zu flüchtig entworfen. Die einzige Figur 43 gibt ein Beispiel, 
wie alle sein sollten. Als besonders verbesserungsbedürftig seien erwähnt: Fig. 24 
und Fig. 122, wo die Drehung der Bildebene nach der andern Seite erfolgen 
müßte, damit man das Bild so sieht, wie es einem im Projektions- Zentrum 
angebrachten Auge wirklich erscheint, Fig. 150, wo auch im Text ein störendes 
Versehen vorliegt und Fig. 153, wo 0* der Höhenschnitt des Spurendreiecks 
T X TT sein sollte. 

Hindelang im Allgäu. Karl Dobhlemank. 

Arnold Emch, Ph. D. Professor of Graphics and Mathematics in the Uni- 
versity of Colorado. An Introduotion to the Projeotive Geometry 
and its Applications on analytic and synthetic treatment. First 
edition, first thousand. 114 Figuren. VII u. 267 Seiten. 8. New York 
1905, John Wiley & Sons, London: Ghapman & Hall, limited. Geb. 
n. 2.50 $ 
In diesem Buche unternimmt der Verfasser, jetzt Professor an der Kanton- 
schule in Soloturn in der Schweiz, den interessanten Versuch, eine Darstellung 
der projektiven Geometrie mit einer Übersicht ihrer Anwendungen zu ver- 
einigen. Natürlich muß er auf einen sorgfältigen, theoretischen Aufbau ver- 
zichten und die Theorie kurz und knapp halten. In den drei ersten Kapiteln 
werden in analytisch -synthetischer Behandlung und unter ausschließlicher 
Benutzung Cartesischer Koordinaten die Sätze über das Doppelverhältnis, über 
projektive Strahlenbüschel und Punktreihen, über die involutorische Beziehung, 
sowie eine Theorie der Kegelschnitte behandelt. Mit Rücksicht auf die spätere 
Verwendung findet die ebene Kollineation, speziell die zentrale, eine ausführ- 
liche Erörterung, woran sich sofort Anwendungen dieser Verwandtschaft in 
der darstellenden Geometrie schließen. Im vierten Kapitel werden Kegelschnitt- 
Büschel und Kegelschnitt- Schar analytisch definiert. Die in bezug auf ein 
Kegelschnitt-Büschel konjugierten Punkte bilden eine quadratische involutorische 
Verwandtschaft, welche auch bei uns noch gelegentlich als „Steinersche Trans- 
formation" bezeichnet wird; einem Strahlenbüschel entspricht in ihr ein Kegel- 
schnitt-Büschel und das Erzeugnis dieser beiden Gebilde ist eine allgemeine 
Kurve dritter Ordnung. Die Theorie dieser Kurven wird verhältnismäßig aus- 
führlich besprochen und speziell gezeigt, wie die schon von Newton aufge- 
stellten fünf Typen durch die verschiedenen Fälle der quadratischen Trans- 
formation sich erzeugen lassen. Dabei verdient hervorgehoben zu werden, daß 
die beigefügten Figuren wirklich konstruierte, also nicht bloß schematische 
Kurven dritter Ordnung geben. 

Das letzte, fünfte Kapitel enthält die Anwendungen der projektiven Geo- 
metrie in der Mechanik und zwar zunächst, etwas kurz gehalten, die in der 
graphischen Statik, indem eine Anwendung des Seilpolygons gegeben wird. 
Es folgen dann statische Beweise für den Gaußschen Satz von der Mitte 
der Diagonalen eines vollständigen Vierseits und des Pascal sehen Satzes 
für den Kreis. Als Übungsaufgaben sind diese ja wohl geeignet, prinzipiell 
wird es wenig angemessen sein, geometrische Theoreme unter Anwendung von 
Sätzen der Statik zu beweisen. Es folgt weiter eine Geometrie der Spannungen 
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in einer Ebene. Die Spannungsellipse, sowie die Involution der konjugierten 
Schnittrichtungen werden analytisch abgeleitet. Die Gletscher bieten in ihren 
Spalten und Strömungslinien ein Beispiel für den Fall, wo die betreffende 
Involution in jedem Punkte hyperbolisch ist. Es fehlt nicht eine Veranschau- 
lichung durch eine kleine Karte des Arapahoegletschers. Ein Feld mit überall 
elliptischer Involution zeigt sich in der Spaltenbildung eines auftrocknenden 
Schlammfeldes oder einer stark lakierten Fläche. Den Schluß bildet ein be- 
merkenswerter Abschnitt über die Realisierung von Kollineationen durch 
Gelenkwerke. Außer den bekannten Inversoren von Peaucellier, Hart, 
Kempe, Silvester werden hier noch weitere, zum Teil wenig bekannte 
Apparate besprochen, welche eine Zentral-Kollineation kinematisch erzeugen. 
Dieselben bieten ein theoretisches Interesse, auch wenn sie praktisch wegen 
zu großer Kompliziertheit und der damit verbundenen Hemmungen wohl nicht 
zu verwenden sind. 

Auch sonst findet man manches Neue z. B. in dem S. 167 behandelten 
„Optischen Problem". Schon Cremona hat folgende Aufgabe gelöst: Durch 
einen festen Punkt gehen Lichtstrahlen, welche der Reihe nach an n Geraden 
reflektiert werden. Man finde einen Strahl, der nach n Reflexionen mit dem 
ursprünglichen einen gegebenen Winkel bildet. Dem Verfasser gelingt es, 
durch genauere Untersuchung der Winkelrelationen einige weitere allgemeine 
Sätze abzuleiten, welche praktisch bei dem Winkelprisma, z. B. dem von 
Bauernfeind, Verwendung finden. Leider ist gerade dieser Teil durch Druck- 
fehler entstellt: statt der Winkel a, a l9 a 8 etc. müssen in den Formeln auf 
S. 168 und 169 und in der Figur 71 die Winkel cc v a Ä , a 8 etc. gesetzt werden. 

Die Darstellung des Verfassers ist durchweg einfach und verständlich; 
manche Entwickelungen zeichnen sich, namentlich mit Rücksicht auf die Ein- 
fachheit der verwandten Mittel, durch Übersichtlichkeit und praktische Anord- 
nung aus. Der eine oder andere Punkt bleibt noch zu verbessern. So ist auf 
S. 37, 38 der falsche Satz ausgesprochen, daß die Tangenten eines Kreises 
auf zwei festen Tangenten gleiche Punktreihen ausschneiden. In der Tat sind 
aber diese Punktreihen ganz allgemein; irgend zwei projektive Punktreihen 
können — und zwar noch auf unendlich viele Arten — so gelegt werden, 
daß die Verbindungslinien entsprechender Punkte einen Kreis umhüllen. Un- 
gern hat der Referent jede Erwähnung der reziproken Figuren der graphischen 
Statik vermißt: sie bieten doch gerade ein glänzendes Beispiel, wie eine rein 
spekulative Betrachtung direkt in der Technik Verwendung finden kann. Im 
übrigen sei das Buch, dessen vielseitiger Inhalt wenigstens angedeutet wurde 
und das im kleinen den Unterschied zwischen der alten und neuen Welt auch 
einigermaßen widerspiegelt, den Geometern, die sich für die Anwendungen 
der neueren Geometrie interessieren, bestens empfohlen. 

München, 27. Dez. 1907. Karl Doehlemann. 

C. Rohrb&ch. Sternkarten in gnomonisoher Projektion. 3. Aufl. II u. 
12 Blätter. 4. Gotha 1907, E. F. Thienemann. n. Jt 1.40. 
Die 12 Blätter dieses AÜas sind in Zentralprojektion ausgeführt, und 
-zwar bilden die Zentren der Projektionsebenen je drei um 8 h in Rektaszension 
voneinander abstehende Punkte in den Deklinationsparallelen + 52,6°, + 11°, 
— 11°, — 52,6° (Äquinox 1900). Alle größten Kugelkreise erscheinen somit als 
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zu bedauern war es, daß bis auf den beutigen Tag diese Arbeit unbekannt 
geblieben ist". (Brendel). 

Den Schluß bildet eine ebenfalls zum erstenmal veröffentlichte Theorie 
•der Bewegung des Mondes. Sie stammt aus den Jahren 1801/02 und gelangt 
in der Darstellung der Störungen auf dieselbe Form, die Plana 1832 (Theorie 
<lu mouvement de la lune, Turin) entwickelt. 

Dem Namen Gauß vermag ja nichts mehr einen noch höheren Glanz zu 
verleihen. — Herrn Brendel aber wird man nicht nur Dank wissen für die 
Ausdauer, die er einer großen Aufgabe gewidmet, sondern ihn auch beglück- 
wünschen ob der glücklichen Hand, die ihm die Lösung der schwierigen mit 
•der Deutung des Nachlasses verbundenen Fragen erleichtert hat. 

Straßburg i. E. Wirtz. 

€• V. L. Charlier. Über die Aooeleration der mittleren Bewegung 
der Kometen. (Ark. f. Mai, Astron. och fys. Bd. 3, Nr. 4.) 12 S.- 8. 
Stockholm, 1906. 
Bei einigen Kometen, insbesondere beim Enck eschen, beobachtet man eine 
jsog. Acceleration, eine Verkürzung der Umlaufszeit, deren Erklärung der 
Himmelsmechanik von jeher Schwierigkeiten bereitete, gesteigert noch dadurch, 
daß diese Acceleration manchmal sprungweise auftrat. Charlier beweist nun 
hier analytisch den nach Airys Methoden auch geometrisch leicht zu demon- 
strierenden Satz: Wenn zwei Körper sich nahe einander in derselben Ellipse 
um die Sonne bewegen, so wird die mittlere Bewegung des vorhergehenden 
Körpers durch die Anziehung des nachfolgenden eine Acceleration erhalten, 
und umgekehrt wird die mittlere Bewegung des nachfolgenden Körpers eine 
ßetardation erleiden infolge der Anziehung des vorhergehenden Körpers. Da 
nun in der Zusammensetzung der Kometen Schwärme kleiner Körper die 
Hauptrolle spielen, so mag es leicht geschehen, daß unter der auflösenden 
Kraft der Sonnenstrahlung ein Teilschwarm sich abspaltet und etwas hinter 
•dem den eigentlichen Kern enthaltenden Hauptschwarm zurückbleibt. Damit 
ist die Bedingung für eine Acceleration geschaffen, die überdies wegen der 
raschen Veränderlichkeit der lockeren Schwärme keine von Umlauf zu Um- 
lauf gleichförmig fortschreitende zu sein braucht. Daß der durch den Charli er- 
sehen Satz geforderte Vorgang bei allen Kometen mehr oder weniger wirken 
muß, ist sicher; fraglich nur, ob er allein zur Erklärung des beobachteten 
Phänomens hinreicht, dessen Sinn er richtig wiedergibt. 

Straßburg i. E. Wirtz. 
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Ableitnngs-Bildung im räumlichen Größenfelde. 

Von F. Jung in Wien. 

Als Zweck des Rechnens mit Vektoren glaube ich mit in erster 
Linie betrachten zu sollen die Aufstellung von Formeln in einer Gestalt, 
welche sich nicht auf ein bestimmtes Koordinatensystem stützt. Dabei 
ist vor allem an die Verwendung der Vektorenrechnung in der Physik 
und besonders der Mechanik gedacht. Jede Formel soll eine Anweisung 
geben, wie man womöglich ohne Zuhilfenahme eines Koordinatensystems 
die Beziehungen der betreffenden Größen, ihre Abhängigkeit voneinander, 
darstellen kann. Die Vektorformeln sollen so beschaffen sein, daß auf 
Grund derselben die entsprechenden Formeln in Koordinatensystemen 
aufgestellt werden können ohne Koordinatentransformation. Die ge- 
bräuchlichen vektoranalytischen Darstellungen im Gebiete der Physik 
erfüllen diese Forderung meist nur teilweise. Einzelne sind eigentlich 
nur ein Rechnen in rechtwinkligen Koordinaten unter nachträglicher 
Zusammenfassung der Ergebnisse in vektoranalytischer Form. Im 
Folgenden soll der Versuch gemacht werden, in der oben als wünschens- 
wert bezeichneten Richtung einen Beitrag zu liefern. 1 ) 

In der Hydrodynamik und Elektrodynamik spielen eine wichtige 
Rolle der Gradient eines räumlichen Skalarfeldes, die Divergenz, der 
Rotor und der Tensor eines Vektorfeldes. Diese Größen lassen sich 
einheitlich vektoranalytisch festlegen mit Hilfe des Oberflächenintegrals, 
indem man einen Grenzwert desselben benützt. Der im Folgenden 
eingeschlagene Weg wurde bisher in einzelnen Fällen verwendet, ohne 
jedoch einheitlich zur Festlegung der früher genannten Größen zu 
dienen. Es läßt sich zeigen, daß auf Grund des im Folgenden an- 
gewendeten Verfahrens die „Hamiltonsche Operation V", welche so 
wichtig ist für raumliche Größenfelder, von ihrem formalen Zusammen- 
hange mit rechtwinkligen Achsensystemen befreit werden kann. Die 
Anwendung des Operators V als eines symbolischen Vektors ergibt 
sich in den betreffenden Fällen als Anwendung von wirklichen Vektoren. 

1) Die meiste Anregung in dieser Hinsicht bietet J au mann, Die Grundlagen 
der Bewegungslehre. Leipzig, Barth, 1906. 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 56. Band. 1908. Heft 4. 22 
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Das räumliche Feld einer Größe sei gegeben, also die Größe für 
jeden Punkt des Raumes bekannt. Wir legen innerhalb dieses Feldes 
eine beliebige geschlossene Flache (einfach zusammenhängend) und 
bilden för sie das Oberflächenintegral der Feldgröße G. Dabei 
nehmen wir die Flächennormalen als positiv an in den Außenraum 
hinaus. Der Rauminhalt des eingeschlossenen Gebietes sei r. Nun 
wählen wir innerhalb der Fläche irgendeinen Punkt und ziehen sie 
um ihn zusammen. Dabei fassen wir den Quotienten - ins Auge. 

Strebt dieser, während man die Fläche „auf Null reduziert", d. h. dem 
gewählten Punkte allseitig unbegrenzt nähert, einem Grenzwerte zu, so 
nennen wir diesen die Pdarableüung der Feldgröße für jenen Punkt, 
haben also für sie den Ausdruck 

(1) *»7-*- '> 

wo der Ausdruck rechts als kürzere Bezeichnung dienen solL Ebenso 
können wir eine Äxicdableitung der Feldgröße festlegen mittels des 
Linienintegrals. Eine geschlossene Kurve werde im Felde so gezogen, 
daß sie Randkurve einer (einfachen) Fläche sein kann, sonst beliebig. 
Für diese Kurve wird das Linien- oder Randintegral iZ gebildet, f sei 
der Flächeninhalt der eingeschlossenen Fläche. Hier handelt es ßieh 
um den Wert eines Quotienten - • Legen wir durch einen beliebig 

gewählten Punkt C des Feldes eine Fläche mit der obigen Randkurve 
und ziehen nun diese allseitig um den Punkt zusammen, so erhalten 
wir ein ebenes Flächenelement um C, welches gekennzeichnet ist durch 
die zugehörige Normale e 1 ) von bestimmter Stellung. Der Grenzwert 
des Quotienten ^ heiße, falls er vorhanden isif, die AxialdbleUutig der 
Feldgröße für die Richtung e. Sie ist also dargestellt durch 

wo df der das Flächenelement darstellende, zu ihm normale Vektor 
ist. Gerichtet sollen e und df genommen werden derart, daß, gesehen 
in ihrem positiven Sinne, die willkürlich annehmbare Umlaufsrichtung 
der Randkurve im Uhrzeigersinne erfolgt, oder Umlaufsinn und Vektor 
ein Rechtssystem bestimmen. Vorausgesetzt wird, daß beim Zusammen- 
ziehen der Oberfläche und Randkurve die Größenordnung des Verhält- 
nisses zwischen Oberfläche und eingeschlossenem Räume, bzw. zwischen 



1) Vektoren sollen in dieser Abhandlung durch fette Buchstaben bezeichnet 
werden. 
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Randkurve und begrenzter Fläche nicht geändert wird. Anders ließe 
sich das auch dahin aussprechen, daß der Abstand des eingeschlossenen 
Punktes von allen Grenzpunkten des Raumelementes, bzw. des Flächen- 
elementes von derselben Größenordnung sein soll. Ob und wann der 
Fall eintreten kann, daß 0' und 22* auch unter diesen Voraussetzungen 
keinem eindeutig bestimmten Grenzwerte zustreben, das mag an dieser 
Stelle nicht untersucht werden. 

Die festgelegten Ableitungen sollen nur betrachtet werden in den 
Fällen eines räumlichen Skalarfeldes und eines räumlichen Vektorfeldes, 
Die Polarableitung im Skalarfelde kann man nur in einer Weise bilden, 
da bei dem Oberflächenintegrale hier nur eine Art der Produktbildung 
möglich ist. Ist <p der Skalar, so ist in 

0=fdfq> 

das Produkt df- <p ein Vektor, das Integral also ebenfalls. Da r ein 
Skalar ist, so ist der Quotient offenbar ein Vektor und daher die 

Polarableitung eines Skalarfeldes ein Vektor. Es ist der Gradient des 
Skalars q> 

grady = liin± jdf-fp^^ Jdf.(p. 

i dt 

Die Bezeichnung / ist so zu verstehen, daß die Integration über die 

dt 
Grenze des Raumes dt zu erstrecken ist. 

Im Falle eines Vektorfeldes, dessen Vektor v heiße, haben wir 
bei der Bildung des Oberflächenintegrals das Produkt der Vektoren df 
und v zu verwenden. Jeder Art der Produktbildung entspricht eine 
Bildungsweise des Integrals und damit der Ableitung. Die verschiedenen 
Produktarten sollen im Folgenden in der nachstehenden Weise bezeichnet 
werden: Das innere Produkt 

ab = abcoa(ab) = 6|a; 

das Vektorprodukt, fftr welches der Name seitliches Produkt gebraucht 
werden möge, 

a x b — eab sin (ab) — — b x a , 

wo e ein Einheitsvektor normal zur Ebene (ab) ist und a, b y e in 
dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden; das äußere Produkt 

a s\ b — (e a /n e b )ab sin (ab) — — b /\ a , 

wo e ay e b Einheitsvektoren in der Richtung von a und b sind; das 
algebraische Produkt 

ab = ba\ 



j 
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das dyadische Produkt a, b, gekennzeichnet durch die Multiplikationsregel 

(a, b)\r — a(b\r) =* (r\b)a — r\(b, a) 
(a, b) x r — a, (ft x r), r x (ft, a) — (*r x 6), a. 

Es komme hier nur das von Gibbs benätzte dyadische Produkt zur 
Anwendung; das von Jaumann als „skalares" dyadisches Produkt be- 
zeichnet wird im Gegensatze zu dem von ihm eingeführten „rotorischen" 
dyadischen Produkte. Für dieses ließe sich übrigens die Betrachtung 
in entsprechender Form ebenfalls ausführen. Bei den Umformungen 
kommt im Folgenden die bekannte Formel 

r x {a x b) — (r\b)a — (r\a)b — r (as\b) 
in Verwendung. 

Die eben getroffene Auswahl unter den verschiedenen in Gebrauch 
stehenden Bezeichnungsweisen der Produktarten entspricht dem Wunsche, 
das Multiplikationszeichen einheitlich in allen Fallen zwischen die Fak- 
toren zu setzen. Der Punkt zwischen Faktoren soll dienen als bloßes 
Trennungszeichen (bei der algebraischen Multiplikation), oder auch zur 
Andeutung einer Produktbildung, deren Art unbestimmt gelassen wird. 
Neu eingeführt ist. hier nur das Zeichen ^\ für die äußere Multiplikation, 
statt der Graßmannschen eckigen Klammer. 1 ) 

Die verschiedenen Oberflächenintegrale des Vektors v stellen offen- 
bar dar: fdfv einen Skalar, Jdfx v einen Vektor, ldf^\ v einen 

Bivektor, j df*v ein „Tensortripel" (nach Voigt), fdf 9 v eine „komplette 
Dyade" (nach Gibbs). Für „Tensortripel" soll im Folgenden kurz 
Tensor gesagt werden, der Größe /rf/, v aber wollen wir einen neuen 
Namen geben, nämlich Affinor (entsprechend gebildet zur Benennung 
„Rotor"). 

Zur Begründung dieser hiermit in Vorschlag gebrachten Bezeichnung 
sei folgendes gesagt. Jede Summe von dyadischen Produkten läßt sich 
bekanntlich zurückführen auf die Summe von drei solchen, eine kom- 
plette Dyade, dagegen nicht auf ein einziges dyadisches Produkt Das 
innere Produkt eines Vektors r mit einer Summe von dyadischen 
Produkten <b liefert einten Vektor r l -=rO ) wie aus der oben an 
geführten Multiplikationsregel ohne weiteres folgt. r t ist eine „lineare 
Vektorfunktion" von r, wenn dieses als veränderlich angesehen wird. 
Werden r und r' — r + r t als Ortsvektoren aufgefaßt für ihre End- 

/\ 

1) In der Verbindung -f gebraucht es Budde zur Bezeichnung der Vektor 

addition. 
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punkte A, A' (die Anfangspunkte also fest gewählt), so sind die beiden 
so aufeinander bezogenenen Punktsysteme (A), {A') affin. Gerade um 
diese Beziehung einfach darstellen zu können in der Form 

r' = r + r\Q 

wird der Begriff des dyadischen Produktes gebildet. Da aber der 
Faktor <Z> im allgemeinen gar nicht als ein dyadisches Produkt sich 
darstellen laßt, dagegen gerade zur Herstellung der Affinitat zwischen 
r' und r dient, erscheint es passender, die Größe, welche darstellt 
mit einer Benennung zu versehen, die ihre Wirksamkeit anzeigt. Die 
Benennung „Dyade" für $ haftet ganz an dieser doch immerhin 
zufälligen Darstellungsweise, während der Affinor eine von dieser 
ganz unabhängige Größenart bedeutet, wie der Vektor und Skalar. 
Geradeso wie der Vektor geometrisch in verschiedener Weise vorgestellt 
werden kann, nicht nur als Strecke, auch als Keil z. B., so ist das 
auch beim Affinor der Fall. Seine Darstellung mittels des Dyaden- 
tripels ist nur eine der Möglichkeiten. 

Mit Hilfe der aufgestellten Oberflächenintegrale bilden wir nun 
wieder Polarableitungen des Vektors v, welche je nach der verwendeten 
Produktbildung als innere, seitliche etc. bezeichnet seien. Da durch den 
Skalar t zu dividieren ist, so sind die Ableitungen Größen derselben 
Art, wie die betreffendenden Integrale. Die innere Polarableitung eines 
Vektorfeldes ist demnach ein Skalar, die Divergent des Vektorfeldes 



to*-^f*f\*-kf*f\*> 



■• * ät 



die seitliche* Polarableitung ist ein Vektor, der Rotor 1 ) (im Anschlüsse 
an Jaumann) oder Wirbel des Feldes 

rott? = lim - f dfx v — g^ läfxv } 

*~t dt 

die algebraische Polarableitung ist der Tensor des Feldes 

t dt 

die dyadische Polarableitung endlich ein AfGnor, der abgeleitete Affinor 
des Feldvektors 



t dt 



1) Die Benutzung einer englischen Bezeichnung, curl, für diese Größe, deien 
volle Würdigung man Helmholtz verdankt, scheint mir ganz anpassend. 
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Zunächst wollen wir nun untersuchen, welche Form die Polar- 
ableitung in rechtwinkligen Koordinaten annehmen. Wir fahren dies 
an der dyadischen Polarableitung aus, weil sie durch die allgemeinste 
der hier verwendeten Multiplikationsarten gewonnen wurde und Ton 
ihr aus die andern Fälle leicht zu übersehen sind. Als Baumelement 
dt nehmen wir ein unendlich kleines Parallelepiped, dessen Kanten 
parallel sind zu den Koordinatenachsen. Für seine Oberfläche ist das 

Integral 0W = f df, v zu bilden. Sind df x , df y , df a die rechteckigen 

Flächenelemente normal zur x, y, ^-Richtung, so ist 

OfiS =fdf, v =2 W*+ d f, + <*/.)> *'• 

Den sechs Flächenelementen entsprechend hat man sechs Summanden 
in drei Paaren, jedes zu zwei gegenüberliegenden Flächenelementen ge- 
hörend. Ein solches Paar liefert offenbar für die Summe den Beitrag 

- df x , v + df x , (v + fjx) = df x , pjx, 
weil die Flächenvektoren df x gleich lang, aber entgegengesetzt sind, oder 

dxd f*>dx = dte *>dx> 

wenn e x , e y} e 9 Einheitsvektoren in den Koordinatenachsen- Richtungen 
sind. Es ist also 

d~J d ?> v = e *>Fx + e » Tx + e " dx 

dt 

wo V der bekannte Hamiltonsche Operator ist. Die dyadische Polar- 
ableitung des Vektors v läßt sich in rechtwinkligen Koordinaten dem- 
nach darstellen als dyadisches Produkt des symbolischen Vektors V 
mit dem Feldvektor v. Man bemerkt, daß bei dieser Ableitung die 
besonderen Eigenschaften der benutzten (dyadischen) Multiplikationsart 
gar nicht zur Verwendung kommen. Daher ändert sich nichts im 
Gange der Rechnung, wenn statt des dyadischen Produktes das innere 
oder seitliche angewendet wird, oder wenn endlich an die Stelle des 
Vektors v ein Skalar qp tritt. Man erhält somit die Polarableitung 
einer bestimmten Art für die Feldgröße, indem man das Produkt der- 
selben Art bildet aus dem symbolischen Vektor V und der Feldgröße. 
Zu der vorigen Formel kommt daher noch 
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~fdfq>~S7g>, 

dt 
dt 

r~ I dfx v — V x v. 



d 

dt 



d 

dt 



Hieraus folgern wir: Die Anwendung der Hamiltonschen Operation 

V ist nichts anderes, als die Bildung der Polarableitung in recht- 
winkligen Koordinaten. Da das Ergebnis unabhängig ist von der Be. 
nutzung irgend eines Koordinatensystems, so kann und soll im Folgen- 
den das Hamiltonsche Symbol V gebraucht werden als Operations- 
zeichen ohne Bezug auf ein Koordinatensystem, um die Bildung der 
Polarableitung anzudeuten und zugleich die Art dieser Bildung an- 
zugeben. Daher bedeutet im Folgenden 

dt dt 

wobei durch die Multiplikationsart und Stellung des Operationszeichens 

V jene von df gekennzeichnet wird, so daß z. B. 



v-hf*~*r- 



( 
dt 



Die Axialableitung kann in derselben Weise gebildet werden, 
wie die Polarableitung. Man hätte in den früheren Formeln nur statt 
df das Bogenelement ds der Randkurve zu setzen und statt dx den 
Flächeninhalt df des von ihr begrenzten Ebenenelementes. Daraus er- 
gibt sich, daß die Axialableitungen Größen derselben Art sind, wie 
die entsprechenden Polarableitungen, also beispielsweise ist die innere 
Axialableitung eines Vektors ein Skalar usw. 
« k Die Vorgangsweise, welche zur Festlegung der Ableitungen gedient 

hat, bringt es nun mit sich, daß man das Raumintegral der Polar- 
ableitung einer Größe verwandeln kann in das Flächenintegral dieser 
Größe, genommen über die Oberfläche des Raumteiles, und ferner das 
Flachenintegral der Axialableitung einer Größe in das Linienintegral 
der Größe, gebildet für den Flächenrand. Wir bezeichnen diese Be- 
ziehungen als den verallgemeinerten Sota von Gauß. Sie ergeben sich 
durch einen Integrationsvorgang, der invers ist zu dem bei Aufstellung 
der Ableitungen verfolgten Differentiationsvorgang. Es sei in dem 
Größenfelde ein Raum- bzw. Flächenstück gegeben. Wir teilen es in 



« 
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Elemente von Tetraeder- bzw. Dreiecksform. Das ist immer möglich. 
Im zweiten Falle seien die Vektoren df sämtlich nach derselben Flächen- 
seite gerichtet. Die Polar-, bzw. Axialableitung der Feldgröße für 
einen beliebigen Punkt des gegebenen Raum- bzw. Fläch enstückes kann 
angesehen werden als das mit -j- bzw. v„ multiplizierte Oberflächen-, 

bzw. Randintegral O dt R dr für das den Punkt umschließende tetraedrische, 
bzw. dreieckige Element. Es ist also 

und daher 

fdr • 0'-/V fdf. K =jR dr 

Bei der Summierung der O rfr> R d f rechts wird offenbar jede Tetraeder- 
fläche, Dreieckseite, die innerhalb des Gebietes r, f liegt, zweimal durch- 
laufen, je als Begrenzung zweier Nachbarelemente. Jedes solche 
Summandenpaar für eine gemeinsame Begrenzung hebt sich gegenseitig 
weg, da letztere entgegengesetzten Richtungssinn hat für die benach- 
barten Elemente und demnach die betreffenden Summanden gleich, aber 
mit entgegengesetztem Vorzeichen ausfallen. Es bleiben also nur die 
Glieder, die sich auf die Oberfläche von r, den Rand von / beziehen, 

und wir haben /» /» 

JO dr =O t , JR dr = R r . 

r f 

Setzen wir oben ein, so folgt als Ausdruck des verallgemeinerten Sattes 
von Gauß 
(2) fdr • 0'{G) =fdx • Vß = /d/. G, 



fdf.B'.(G)-fd8-Q, 



wo G die Feldgröße bedeutet, und bei der Produktbildung rechts dieselbe 
Multiplikationsart zu gebrauchen ist, welche links zur Herstellung der 

Ableitung gedient hat, wie aus dem Früheren 
ersichtlich ist. 

Nun erhebt sich die Frage nach dem Zu- 
sammenhange zwischen Axial- und Polarablei- 
tung. Um sie zu beantworten, gehen wir ron 
der ersteren aus und versuchen, das Randintegral 
für ein Flächenelement dF in Beziehung zu setzen zu dem Oberflächen- 
integral für ein Raumelement dt von geeigneter Form, so daß dF zur 
Begrenzung von dt gehört. Es gelingt dies 1 ), wenn man über dF als 

1) Vergl. die Figur. 
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Grundfläche ein zylindrisches (prismatisches) Baumelement abgrenzt, 
dessen Mantelfläche normal steht zn dF, während die Endebene zu 
diesem parallel ist. Der positive Umlaufssinn des Randes von dF sei 
willkürlich gewählt, womit, gemäß der früheren Festsetzung, die Rich- 
tung des Vektors dF festgelegt ist. Der gleichgerichtete Einheitsvektor 
sei e. Das Element dr werde nach der positiven Seite von dF abgegrenzt, 
die Erzeugende des Mantels sei dr. Wir betrachten die Axialableitung 
einer Feldgröße G 

(la) K.(G)=±fdsG 

Um das Raumelement dr einzuführen, setzen wir 

l dr 
dF*~ ~dr> 

und da dr eine konstant gewählte Größe ist, so kann damit unter dem 
Integralzeichen multipliziert werden, so daß wir dort haben drds • G. 
Nun ist dr • ds die Größe eines rechteckigen Elementes df der Mantel- 
fläche, dessen Vektor df jedoch normal steht auf dr • ds. Daher hat man 

dr • ds = e x df, 

und 98 wird 

(3) K(G)-±f(exdf).G, 

dt 

wo die Integration über die ganze Oberfläche von dt zu erstrecken ist, 
denn die beiden auf die Endflächen bezüglichen Summanden verschwinden, 
weil Her die Vektoren e und df parallel sind. Da wir bei unserer 
Betrachtung gar keinen Gebrauch gemacht haben von den besonderen 
Eigenschaften des Produktes ds • 67, so ist auch das Ergebnis hiervon 
unabhängig. 

Die Axialableitung einer Größe läßt sich also wieder darstellen 
mittels des Grenzwertes eines Oberflächenintegrals, welches jedoch in 
anderer Weise gebildet ist als bei der Polarableitung. Statt jedes 
Vektors df ist jetzt ein zu diesem und der Achse normaler eingeführt, 
dessen Größe gleich ist der zur Achse e normalen Komponente von df 

Daher könnte die Größe -r- / (e x df) • G bezeichnet werden als eine 

dt 

hmponentale Polarableitung für die Richtung e. Wollte man die Bil- 
dung dieser Ableitung durch ein Operationszeichen andeuten, so könnte 

man setzen /* 

iJ(exrf/).-(exV). 
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Ist die Größe G ein Skalar <p, so haben wir 

(exV)y = ±f(e xdf)<p - -*-xfdf- <p = ex(V<p). 

dt dt 

Für einen Vektor v ist 

(e x V)|t> = lf(e x d/)|» - TrJ{dfx v - «j(V x v), 

dt dt 

(4) (e x V) x t, - 1^(6 xdf)xv- l-f[{v\e)\df-{v df)\e\ 



dt dt 

V(«|«)-e(V|r), 



(c x V), v - ^J(e x <*/), t> - £ ^J^ » = e x (V, v). 



d* dt 



Die Umformungsgleichungen des Randintegrals in das Flachenintegral 
der komponentalen Polarableitung, der verallgemeinerte Säte von Stokes, 
wird jetzt 

(5) fds • G =fdf- (e x V) • G. 

/ f 

Mit Rücksicht auf die eben gefundenen Ausdrücke ergibt sich demnach 

fd8<p=fdfx(\7<p) 7 

f f 

(6) fds\v~fdf\(\7xv) } 

f f 

fd 8 x v =fdf- V(e\v) -fdf* (Vt>), 

ff f 

fds,v=fdfx(S7,v). 
f / 

Nun ist es naheliegend, zur Bildung einer Polarableitung auch 
noch das Verfahren zu benützen, das gegeben ist durch Anwendung von 

W)-hf(e\df). 

dt 

Auch hier müßte der Grenzwert als eine komponentale Polarableitung P' t 
bezeichnet werden. Statt jedes Vektors df ist da die Größe seiner 
Projektion auf die Richtung e benützt, 

(3b) P' e (G) = j t f(e : df)G. 

dt 
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Für einen Skalar qp als Feldgröße ist 

(e| V)<p = ±- t f(e\df)<p = £,fdf. <p - e|(V V ), 

dr dr 

für einen Vektor v 

(4a) (c! V) « = lij{e\df)v - fjJV, r - e|(V, «). 

d* d* 

Die Ableitung R' e haben wir ursprünglich gewonnen mit Hilfe des 
Grenzwertes eines Randintegrals der Feldgröße G. Eine ähnliche 
Deutung versuchen wir nun auch bei P' € . Wenn das Baumelement dr 
von derselben Form vorausgesetzt wird, wie im vorigen Falle, so ver- 
schwinden in dem Integralausdrucke für P' e alle Summanden, die sich 
auf die Mantelfläche beziehen, da für diese df normal steht auf e. Es 
bleiben nur die beiden auf die gleich großen Endflächen bezüglichen 
Glieder, und da nimmt außerdem edf die Werte — df, bzw. df an. 
Die Feldgröße für die Grundfläche sei G A , für die Endfläche G E . Dann 
wird ' 



und wegen 
ist weiter 



KW -%(-<**+ Gm) 
dt dr 

p - ~ 37 (- ö * + Gf ^ W 



wenn dG die Änderung der Feldgröße auf dem Linienelement dr ist. 
Die Ableitung P«' ist also gleich dem Differentialquotienten der Feld« 
große, genommen nach der Richtung e. Demnach ist 

(«IV) ö-^, 

(4b) (eV)9 = e|(V9>)=;£, 

(e!V)r-e(V,r)-^. 
, Weiter können wir setzen 

dr 

wenn das Summenzeichen so verstanden wird, wie früher die Integral- 
1 zeichen, daß sich nämlich die Summation bezieht auf die Feldgröße in 

j den Grenzpunkten des Elementes dr, wobei G im Anfangspunkte 

negativ, im Endpunkte positiv zu nehmen ist. So aufgefaßt erscheint 
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die in Rede stehende Ableitung wieder gewonnen mittels des S 
wertes einer Summe P f die zu bilden ist aus den Werten von G für 
die Grenzpunkte einer nicht geschlossenen Kurve. Statt des Ober- 
flächenintegrals für ein Rau meiern ent und des Randintegrals für eiu 
Fiäcbenelement haben wir hier, um es entsprechend auszudrücken, eine 
Grenzpuuktsumme för ein Linienelement, P tir . Die vorliegende Ab- 
leitung von 

P' _ P <* r 

wäre zu bezeichnen als Lmeorableihmg der Feldgröße für die Bictömg$ 
Man erkeimt ohne weiteres, daß sich die Grenzpunktsuunne eines 
Kurrenstückes h umwandeln läßt in das Linienintegral der Linear 
Ableitung t denn bei der Summation längs der Kurve ist innerhalb der 
Grenzpunkte der Endpunkt jedes Bogenelementes di* zugleich Anfangs- 
punkt des folgenden, die betreffenden beiden Summanden heben «ich 
also weg> und es bleiben nur die auf die Grenzpunkte bezfigika&i 
Glieder übrig, also 

m m 

Das ist der verallgemeinerte Satz von frfruß für diesen Kall. Die 
Umformungsgleichung der Grenzpunktsumme in das Linienintegral der 
komponentalen Polarableitung, d. i* der vem!tt}emehmi*> Satz von Stole^ 
wird hier 

und daher 

(6m) ^r=j'tis(V t v). 

m * 

I>ie letzten vier Gleichungen sind nur verschiedene Formen der Gleichung 

« 

ihre Ableitung in der vorliegenden Weise erfolgte der Übereinstimmung 

mit den früheren Fällen halber. 

Da im Vorhergehenden alle Formeln ohne Bezugnahme auf ein 
liüitensystem gelten, können sie nun dazu dienen» die entsprechen- 

tlrn Beziehungen in verschiedenen Koordinaten aufzustellen, Man wird 

tlu die [>n der Ableitungsbildung benützten Raum-, Flächen- und Linien- 
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elemente dem Koordinatensystem entsprechend wählen, für welches die 
Formeln aufgestellt werden sollen. Bei krummlinigen Koordinaten ver- 
wendet man zur Festlegung eines Punktes drei Flächenscharen. Um 
die Formeln für ein solches Koordinatensystem zu erhalten, wird man 
das Raumelement begrenzt denken durch Flächenelemente, die den 
Flächen jener Scharen angehören, ebenso die Flächenelemente durch 
die Schnittkurven jener Flächen und die Linienelemente in diesen 
Schnittkurven. Jedes Flächen- und Linienelement wird man ausdrücken 
durch seine Komponenten bezüglich des verwendeten Koordinaten- 
systems. Koordinatentransformationen sind nicht erforderlich. 1 ) 

Es besteht kein Hindernis, das Verfahren, welches zur Erzeugung 
der Ableitungen gedient hat, auf sie selbst anzuwenden und so Ab- 
leitungen zweiter und höherer Ordnung zu gewinnen. Man gelangt so 
zu einer großen Mannigfaltigkeit von Bildungen, die jedoch hier nicht 
untersucht werden sollen. 

Im Anschlüsse an das Vorhergehende wollen wir dagegen die be- 
kannte Zerlegung eines Feldvektors in einen rotorfreien (wirbelfreien) 
und divergenzfreien (quellfreien) Bestandteil besprechen, weil sie sich 
mit Benützung der Polarableitungen des Vektors sehr übersichtlich 
darstellen läßt. 

Ist ein Vektorfeld v gegeben, so ist V, v der abgeleitete Affinor, 
V , v die Divergenz, V x v der Rotor oder Wirbel des Feldes. Gleich- 
zeitig ist Vt> der „Skalar" des abgeleiteten Affinors, V x v sein 
„Vektor". Kennt man also Skalar und Vektor eine» Affinors <&, so 
sind damit auch Divergenz und Rotor jenes Vektorfeldes bestimmt, 
dessen abgeleiteter Affinor O ist, vorausgesetzt, daß ein solches Feld 
möglich ist. Wäre nun t' bereits in einen rotorfreien Summanden i\ 
und einen divergenzfreien r 2 zerlegt, 

v — t\ + v if V x i\ — 0, Vjt>, — 0, 

und <P 17 % die entsprechenden abgeleiteten Affinoren, so muß offenbar 
der Vektor von O x und der Skalar von <P f verschwinden. Außerdem 
muß 

V, v x + V, v 2 - V, r 

sein, und die Aufgabe der Zerlegung von v in der genannten Art ent- 
hält daher die andere, den abgeleiteten Affinor V, t' als Summe zweier 
anderen darzustellen von den eben genannten Eigenschaften, 



1) Vergl. meine seither entstandene Arbeit: Die Polarableitung in recht- 
winkeligen, krummlinigen Koordinaten, Sitzungeber. d. kaieerl. Akad. d. Wissensch. 
in Wien, 1908. 
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Setzt man a, b = \{a, b + b, a) + \ (a, b — b, a) } also 

so ist dies die gewünschte Zerlegung. Es ist das eine identische Um- 
formung; wenn die Integrale für dieselbe Oberfläche genommen werden. 
Die Gleichung gilt jedoch unabhängig von dieser Voraussetzung, da die 
Grenzwerte der Integrale von der Flächenform nicht abhängen. Die 
beiden Größen rechts sind wieder Affinoren 



l 



dt 

V,v t = {t T f(df,v-v,df), 



V, v t symmetrisch, V, v % antisymmetrisch. Mit Benützung des Opera- 
tionszeichens V kann man schreiben 

v^-icv^ + tsV), 
v,*-i(v,*-*,v). 

Dabei ist V nicht als symbolischer Faktor gemeint, sondern ab An- 
deutung der zu bildenden Polarableitung von v, und seine Stellung im 
Produkte gibt die von df an. 

Der symmetrische Affinor V, v ist der Tensor des gegebenen Vektor- 
feldes. Sein Skalar ist 

V V l - 2 IxfW V + < df "> " Vr ' 

dt 

Bein Vektor dagegen 

V x v x = l iif(*f xv + vxdf) = 0. 
dt 

Das Feld v 2 ist demnach wirbelfrei, seine Divergenz aber stimmt mit der 
des Feldes v überein. Der antisymmetrische Affinor V, t' a hat den Skalar 

V\v t -\ßdfv-v\df)-0, 

dx 

sein Vektor dagegen ist 

V x it, — \J{dfx v — v x df) — V x t\ 

dt 

Das Vektorfeld v % ist also divergenzfrei und sein Wirbel stimmt überein 
mit dem von v. 



r 
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Nach Gleichung (4 b) ist 

dv-dr\Q7,v), 

also, wenn von irgend einem Anfangspunkte 0, wo der Vektor v ist, 
nach der ins Auge gefaßten Feldstelle mit dem Vektor v eine Kurve 8 
gezogen wird, 

v-v =fdr\(\7,v). 

m 

Für die beiden Vektorkomponenten v 17 v t hat man also nach Einsetzen 
der Werte für V, v t und V, v t die Ausdrücke 



• 
v* - (n\ + \fdr\Q7, v - v, V). 



Ein Affinor <& stellt eine Affinität dar. Multipliziert man den 
Ortsvektor r eines Punktes A innerlich mit O, so ordnet der Vektor 
r' =— r + r\& als Ortsvektor eines Punktes Ä diesen dem A so als 
entsprechenden zu, daß die Punktsysteme (A) und (A') affin sind. 
Einer Kugel in (A) entspricht ein dreiachsiges Ellipsoid in (A') f dessen 
Hauptachsendreikant im allgemeinen gedreht ist gegen das entsprechende 
rechtwinklige Dreikant von Kugeldurchmessern. 

Ist der Affinor symmetrisch, so ist seine Affinität orthogonal, die 
erwähnten Dreikante sind parallel. Ein solcher Affinor heißt Tensor. 
Er läßt sich am einfachsten darstellen als eine Summe von algebraischen 
Produkten. Bezeichnet <Z\ einen symmetrischen Affinor, so ist dessen 
allgemeine Form 

®i —22(<*f * + *, «) 

und daher 

= 2j£r;(aft) 

und da dies für jedes r gilt, so folgt 

* 1 = 2^aft. 

Die Affinität eines antisymmetrischen Affinors <& f läßt sich aus- 
drücken durch jene, welche ein Vektor oder ein Bivektor bestimmt. 
Es sei 

9 t =*^{a, ft — ft, a), 
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erleidet beim Strömen eine Formänderung, indem sich seine Punkte Ä 
mit diesen Geschwindigkeiten gegen A verschieben. Da man nun, nach 
dem früher Gesagten, den Affinor V; v in einen symmetrischen und 
einen antisymmetrischen Affinor zerlegen kann, V, v x und V, t^, so 
ist dies dementsprechend auch bei der Relatiygeschwindigkeit dv 
möglich und die betreffenden beiden Komponenten sind dv x und dt?,. 
Die Relativgeschwindigkeit 

dv % = £ ( V x v) x dr 

tou A' ist, wie der Ausdruck zeigt, proportional dem Normalabstande 
des Punktes vom Rotor Vxv in i, kann somit aufgefaßt werden als 
herröhrend von einer Drehung des Flüssigkeitselementes um den Rotor 
V x v als Achse wie ein starrer Körper. Die Drehgeschwindigkeit ist 

Die Relativgeschwindigkeit dv t entspricht der Formänderung des Ele- 
mentes, mit diesen Geschwindigkeiten verschieben sich die Punkte A r 
gegen das Hauptachsendreieck des Tensors Vi?. 

Februar 1908. 



Über Fehlerabschätznng bei unendlichen Produkten. 1 ) 

Von Richard Kischke in Königsberg in Pr. 

Einleitung. 

Die unendlichen Produkte haben als analytische DarsteUungsformen 
mit den unendlichen Reihen nach theoretischer Hinsicht prinzipiell 
ItWiohe Berechtigung. Ihre Verwendbarkeit zur Herleitung der Eigen- 
«\th*ftott der durch sie dargestellten Funktionen ist nun allerdings aus 
tttfcttohen Gründen eine geringere als die der unendlichen Reihen. 9 ) 
N whl aber ihre Brauchbarkeit zur numerischen Berechnung. So zeichnen 
*wh maiuthe Produktentwicklungen, z. B. die der elliptischen Integrale 
vlvuvb ihre starke Konvergenz aus, weshalb Legendre sie zur Berechnung 
wiuw 'l\dWw benutzt hat. Ferner erscheint es in dem Falle, wo Pro- 

l v v* vorliegende Arbeit ißt im wesentlichen ein kurzer Auszug ans meiner 
lututfuvtl IHwwrtatioa gleiohen Titels (Königsberg 1908). 

*\ Vgl i. II 0. A. Kinn, Die Anwendung unendlicher Produkte in der 
KuuVUimtutthftiri* Progr. d. Gymn. in Sachs. Regen. Hermannstadt 189». 
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dulde oder Quotienten von Funktionen auftreten, naturgemäß, die Produkt- 
entwicklungen vor den Beihen au bevorzugen. Dies ist aber bisher, soweit 
mir bekannt, wenig geschehen; man geht bei numerischen Berechnungen 
einseitig tot, indem man die Reihenentwicklungen bevorzugt. So wenden 
z. B. auch Klein und Sommerfeld 1 ) bei dem Problem der Bewegung 
eines starren Körpers um einen festgehaltenen Punkt zur Berechnung 
eines ans vier Thetafunktionen multiplikativ zusammengesetzten Aus- 
drucks die Reihen an. Die Anwendung der ProduMentwickixxng dürfte 
sich dabei, wie ich zeigen werde, mehr empfehlen. 

Der Grund dafür, daß die Produktentwicklungen selten benutzt 
werden, mag vielleicht auch darin zu suchen sein, daß man bis vor 
kurzem keine allgemeine Regel kannte, um den Fehler beim Abbrechen 
eines unendlichen Produkts hinter einer endlichen Anzahl von Faktoren 
bestimmen zu können — eine Forderung, die neben der Konvergenz an 
jeden zur numerischen Rechnung benutzten unendlichen Prozeß gestellt 
werden muß. 2 ) 

Eine solche, auch für Produkte mit komplexen Faktoren gültige 
Fehlerabschätzungsregel ist von meinem hochverehrten Lehrer, Herrn 
Professor Dr. W. Fr. Meyer gegeben worden. 8 ) Durch ihn wurde ich 
zur Beschäftigung mit dem vorliegenden Gegenstande veranlaßt. 



Abschnitt I: Verschiedene Fehlerarten. 

00 

In einem konvergenten unendlichen Produkte JJ(1 + v n ), jwo die 

n = 

v n im allgemeinen komplexe Größen seien, wird das Restprodukt 

P VtP =U(l + *0 f&r ein genügend hoch gewähltes v und f&r jeden 
ganzzahligen Wert von p den Wert des Produktes der v ersten Faktoren 

9-1 

Jl v sB U(l + *0 nicht mehr wesentlich ändern (wie unmittelbar aus 
der Konvergenzdefinition folgt). 4 ) Daher ist man berechtigt, eine durch 

OD 

das unendliche Produkt fj definierte Funktion dem endlichen Produkte 



1) ,,Über die Theorie des Kreisels 11 . Heft II, Kap. VI, § 6. 

2) Vgl. z. B. W. F. s g o o d , Allgemeine Theorie d. analyt. Funktionen. Enzyklop. 
d. math. Wiss. II, B 1, S. 8. 

8) Acta Mathematica 80 (1906), S. 98—98. 

4) Vgl. A. Prin geheim, Irrationalzahlen u. Konvergenz unendlicher Prozesse. 
Enzykl. d. math. Wiss. I, A 8, S. 118. 

23* 
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££ r der v ersten Faktoren näherungsweise gleichzusetzen. Der dabei 
begangene „Fehler" ist die Differenz 

ac, v — 1 f— 1 «0 v— 1 r — 1 / oo \ 

77-/7-/7/7-/7-/7 (77- 1) 

n~0 n = w = w = v n = n = \« = v / 

Diesen Fehler kann man nicht genau berechnen, sondern man wird 
ihn in Grenzen einschließen, d. h. für 

ä--p„-/7.-/7,(p„-i) 

eine obere und eine untere von j> unabhängige Grenze angeben. 

Dieser „Fehler" oder besser „wahrer Fehler" kann noch mit den 
bei der Ausführung der numerischen Rechnung etwa durch Benutzung 
von Logarithmentafeln und Abkürzen von unendlichen Dezimalbrüchen 
hervorgerufenen Fehlern behaftet sein. Die Größe dieses „Rechenfehlers" 
kann man für sich in Grenzen einschließen 1 ), auf deren gesonderte 
Angabe hier jedoch verzichtet wird. Den absoluten Betrag des „wahren 
Fehlers", also 

I 00 I I 00 I 

!/7-/7,i-l//J- l/7-i 

oder 

IZK-P^-Äl-iÄl •!*.*- 1 1 (p- 1,2,3,...) 

will ich den ,/ibsoluten Fehler" nennen. 

Der Quotient aus dem absoluten Fehler und dem absoluten Betrag 
des genauen Wertes: 



l n—n. 



I »o I . oo I 

77 77 I 

' n = I | n=r \ 

heißt „relativer Fehler". 

Diese beiden Fehlerarten wird man wieder — wie vorher den 
wahren Fehler — nicht genau berechnen, sondern wird sie in für jedes 
ganzzahlige p gültige Grenzen einschließen, die mit wachsendem v gegen 
den gemeinsamen Grenzwert Null konvergieren. 

Den relativen Fehler kann man auch dadurch definieren, daß er 
angibt, welchen Bruchteil des genauen Wertes der absolute Fehler aus- 
macht. Die Kenntnis des relativen Fehlers, die man sich, wie ersichtlich, 
noch vor Berechnung des Näherungswertes JJ r verschaffen kann, er- 
möglicht es daher anzugeben, wieviel Faktoren des Produkts zur Be- 
rechnung von JY V verwendet werden müssen, damit die bei dem gerade 
vorliegenden Problem in Frage kommende Genauigkeit erreicht wird. 

1) Vgl. Lüroth, Vorlesungen über numerisches Rechnen. Leipzig 1900. 
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Abschnitt II: FehlerabschÄtzmigsregeln. 
A. AbsohEtsungsregeln für den absoluten und relativen Fehler. 

§ 1. Vorbetrachtung. 

In den analytischen Ausdrücken für den absoluten und den relativen 
Fehler eines nach den v ersten Faktoren abgebrochenen unendlichen 
Produkts (vgl. I) treten außer \JJ V \ noch die Größen \P vp — 1| und 
\P Vj9 \ auf. Aus der Ungleichung 

(i) KJ-il^l^-iK* (0<«<i) 

folgt aber 

(2) l-e<|P r>p |<l + *. 

Somit kommt es nur darauf an, eine Abschätzungsregel für | P v , p — 1 1 
aufzustellen; denn alsdann kann man nach (2) auch \P yyP \ abschätzen 
und hat damit für den absoluten bzw. den relativen Fehler die ver- 
langten Abschätzungsformeln: 

(3) l/Z,l-|P„,-i|<l/Z,!-« 

bzw. 

i p ii 

(4) ■' r,p - — ! < — ' • 

w I-P,.l ^1— * 

§ 2. Die Abschätzungsregel von W. Fr. Meyer. 

Der Abschätzungsregel von W. Fr. Meyer 1 ) liegt ein Satz Aber 
natürliche Logarithmen zugrunde: 

Ist g reell und positiv, und liegt \lg\ unterhalb der positiven 
Große y, so gilt, gleichgültig ob g ^ 1 ist, die Ungleichung: 

|<7-l|<ey-l, 

oder, wenn man e Y in eine Exponentialreihe entwickelt und diese hinter 
dem ersten Gliede abbricht — so daß y < 2 vorauszusetzen ist — 

(i) | ? _i| <cy _i<_^. 

Es sei nun ein konvergentes unendliches Produkt vorgelegt: 

//- (l + «o)(l + «,)... (1 + «,-l)(l + «,)..- (1 + *,+,_!> . . ., 

1) „Eine auf unendliche Produkte sich beziehende Fehlerabschätzungsregel". 
Acta Math. 80 (1906), S. 93—98. — Für reelle Produkte ist die Absch&tzungaregel 
auch schon in der „Differentialrechnung" von W. Fr. Meyer (Sammlung Schubert X) 
Leipzig 1901, § 24 abgeleitet worden. 
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wo die reellen Größen v beliebig positiv und negativ seien; für n> v 
Bei |t>J — tt a < 1. Es soll der Fehler des Produkts JJ abgeschätzt 
werden, wenn man hinter dem v* 6 * Faktor (1 + t?,_ t ) abbricht, also 
(cf. § 1) P YiP — 1, wo P V9 das Restprodukt bedeutet: 

* v - (1 + 0(1 + <V+i) •••(!+ *.«-i)- 

1. /7 sei absolut (und damit unbedingt) konvergent, also die Reihe 
der u konvergent. Nach dem Mittelwertsatze wird 

W + O-HT^ (0<«-.<l). 

Ist t? m positiv, so hat man 1(1 +v n )<v n (— mJ. Ist r w negativ 

u 
— — !*„, so hat man 1 1(1 + v n )\ < - ^j— • Mithin ist in beiden Fallen: 

n 

oder, da mit Rücksicht auf lim u n — alle w w (n > v) < u: 



folglieh 



I * P ..,I < i — ^ + "'+* + * * * + "'+«--»)• 



Die Klammer rechterhand ist der Rest R Vift der u-Reihe; da diese 
Reihe konvergiert, so wird B vp eine von p unabhängige (mit wachsen- 
dem v gegen Null konvergierende) Grenze 22, nicht überschreiten. 
Daher wird 

|IP f| |<; — R 9 

und unter Anwendung des Hilfssatzes (I): 

i 



(ii») |P -ik^-V-k— 1 --\--, U,,=!i£>j<iÜ 



1) Für positive v n = Un folgt aus l(l + ?*)<«» auch: 
und somit wegen (I): 
(Vgl. W. Fr. Meyer, Differentialrechnung, S. 877.) (II»>) ist etwas scharfer ab (II*). 
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2. Das Produkt [J konvergiere bedingt gegen einen von Null ver- 

00 

schiedenen endlichen Grenzwert; es sei also 2 v n bedingt konvergent 

n = 

und ferner J£v\ konvergent. Unter Benutzung des einmal erweiterten 

Mittelwertsatzes liefert dann der Hilfssatz (I) in ähnlicher Weise wie 
bei 1. die Abschätzungsformel: 

(III) P„- 1 1 < e' A ^ '•- 1 < - *'+ * <£=$£- , 

1 ip 1. _ V 

•r+p-1 I »+P-1 

wo I J^ I ^ p, f ^t?5 < F Vf und für n ^ v | v n \ =* u n < u. 

Für das komplexe Gebiet lautet der Hilfssatz: 
Bedeutet P eine komplexe Größe — 1 + P, P x | < 1, so folgt 
aus der Voraussetzung \lP\<y (y reell, > 0), daß 

(IV) |P_i|<*_i< r 

»— ; • 

Es sei nun das unendliche Produkt JJ vorgelegt: 

Z7-(i + ^(i +«,)... (i + *,)... (i + »,+,.,)..., 

wo die ^ komplexe Größen seien, deren absolute Beträge | v { \ — ti f < 1 
vorausgesetzt werden. Es werde der allgemeinste Fall in Betracht 
gezogen 1 ), daß die Reihen ^V, ^v*, . . . J£v*~ 1 (n'^ 1) bedingt kon- 
vergieren, dagegen die Reihe J£v n unbedingt konvergiere. Es sei 

:^i=>:+< +1 +---+«: +i( _ 1 !<^ (*=i,2,...»-i) 

Für i^v seien alle m, <^ u, wo u — ebenso wie q^ und F„ — 
mit wachsendem v beliebig klein wird. Unter Anwendung der logarith- 
mischen Reihe findet man: 

\ip |< p w+ V 2) + i e (8) + . . . + - 1 - p (ä " 1> + * • -^- • 

Bezeichnet man die rechte Seite dieser Ungleichung mit y, so 
folgt nach (IV): 

(V) IP^-lKar-K *-• 



1) Vgl. A. Pringsheim, Math. Ann. XXII (1883), S. 481. 
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Für n = 1 tritt der einfachste Fall ein, daß das Produkt JJ un- 
bedingt konvergiert. Die entstehende Formel deckt sich genau mit der 
entsprechenden (II') für reelle Produkte. Für n «■ 2 ist die Abschätzungs- 
regel (V) im Falle reeller v noch etwas scharfer als (III), da 



1 — U ^ (1 — t*)* 

§ 3. Über die Berechnung des Abschätzungsausdrucks und 
dessen Näherungswerte. 

Die in der Abschätzungsregel | P — 1 1 < e Y — 1 in y auftretenden 
Größen u, JR„ Y m af? lassen sich in sehr einfacher Weise bestimmen. 
Da nämlich bei Konvergenz des Produkts //(l + v n ) die absoluten 
Beträge der Größen v n von einer bestimmten endlichen Stelle ab eine 
Reihe nach Null abnehmender positiver echter Brüche bilden 1 ), so wird 
man stets, wenn das Produkt hinter dem Faktor (1 +t? y-1 ) abgebrochen 
wird, wo v der Index mindestens dieser endlichen Stelle ist, ftm^v 
u n <u v setzen können, d. h. u — u v . Zur Bestimmung der Grenzen 
jß„ F„ p (A) für die Reste der Reihen J^u» 5V? 1 Sv k I wird sich aus 
eben diesem Grunde (indem nämlich jedes Glied dieser Reihenreste 
einen gewissen Bruchteil des vorhergehenden Gliedes nicht überschreitet,) 
als allgemeines Prinzip das Herunterdrücken dieser Reihen unter geo- 
metrische Reihen , anwenden lassen 8 ), deren Summe bekannt ist. 

Da y meistens sehr klein ist, so wird man e Y — l für gewöhnlich 
nicht direkt berechnen oder aus Tafeln für die Exponentialfunktion 
entnehmen .können, sondern wird dafür Näherungswerte einführen 
müssen. Solche Näherungswerte liefert 

1) die Exponentiaireihe. Durch Abbrechen derselbenhinterdem l.Gliede 
wurde schon im vorigen Paragraphen nach W. Fr. Meyer der Näherungs- 
wert — -— « t~— erhalten. Beim Abbrechen der Reihe nach dem 

i _ X. 2 — y 

2 

6 v -4- v* 

2. Gliede bekommt man ^ L - L ^- usw. 

2) Die ungeraden Näherungsbrüche von Kettenbrücken mit positiven 
Teilzählern und Teilnennern 8 ) ergeben zunächst die beiden soeben hin- 

1) A. PringBheim, Über die Konvergenz unendlicher Produkte. Math. 
Ann. XXXTTT (1889), S. 128. 

2) Vgl. z. B. C. Runge, Theorie und Praxis der Reihen. Sammlung Schubert 
XXXII. Leipzig 1904. S. 13. 

3) Hier kommt vor allem ein Kettenbruch von Euler (Commentarii Academiw 
Petropolitanae IX (1737), Petropoli 1744, S. 132) in Betracht. 
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geschriebenen Näherangswerte und genauere, die besser sind als solche 
mit gleich hohen Potenzen von y aus de? Exponentialreihe. 

3) Exponentialreihe und Kettenbrüche lassen sich in konvergente un- 
endliche Produkte für e Y und e Y — 1 verwandeln 1 ), die aber keine 
besseren Näherungswerte liefern. 

In praktischen Fällen gibt meistens schon der erste Näherungs- 

wert j-^f- eine hinreichende Genauigkeit. 

§4. Erweiterung der Abschätzungsregel für eine Kombination 
von unendlichen Produkten. 

Die zu berechnende Funktion sei nicht durch ein einzelnes un- 
endliches Produkt dargestellt, sondern allgemeiner durch Multiplikation 
und Division aus einer endlichen Anzahl von unbedingt oder bedingt 
konvergenten Produkten gebildet: 

wo die v® (k — a, 6, . . ., a', V, . . .) reelle oder komplexe Größen sind, 
| deren absolute Beträge u^ ] < l vorausgesetzt werden mögen. Es soll 

; der „absolute' und der „relative Fehler" abgeschätzt werden, den man 

1 begeht, wenn man die einzelnen Produkte //(l + v®) nach beliebig 

h = 

gewählten endlichen Faktorenanzahlen Z, m, . . . g, r, . . . abbricht, also 

(2) ;#-4|-!4|.|Ä-l| 



und 

(3) 

WO 



j <E — A\ |JB— 1| 

!*l T -B"| ' 



und 

(5) *=*-:' v *'*- v ; 



Ä(i+«n-Ä(t+«n- 



1) Nach den Transformationsformeln von Stern: Journ. f. Math. 12 (1834), 
S. 863; 10 (1833), 8. 269 ff oder Lehrb. d. algebr. Anal., Leipzig 1860, S. 819. Vgl. 
auch Pringsheim, Enz. d. math. Wiss. I A8, S. 116, Fußnote 116; 8. 139 oder 
da in der dort gegebenen Formel der erste Faktor des betreff. Produkts fehlt, die 
französ. Ausgabe: Pringsheim-Molk, Enc. d. sc. math. I t 4, Nr. 87. 
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Nach den vorher angegebenen Methoden wird man zu den Rest- 

Produkten Pjj,=/7(l + v { ?) (^iWÜ^'.".) 8 ewis8e » mit wachsendem v 
gegen Null konvergierende Grenzen y<*> finden, so daß fDr jedes p 

\ lF ?!r\<y {k) i8t AuB 

(6) ' \lB\-\ll»+lF», + -'--{lZZ + lXZ+'--}\ 

folgt dann: 

(7) \lB\<fM+ r®+ . ■ . + y*0 + yM+ . . .. 

Bezeichne ich die rechte Seite dieser Ungleichung (7) mit y, so 
ergibt sich, wenn < y < 2 vorausgesetzt wird, unter Anwendung des 
Hilfssatzes (IV) von § 2 die Abschätzungsformel 

(VI) |2J-l|<er-l<£ (0<*<1), 

wo die Berechnung von s nach den Angaben in § 3 zu geschehen hat 
Durch Multiplikation des erhaltenen Wertes mit dem absoluten Betrage 
von A ergibt sich nach (2) für den absoluten Fehler die Abschätzung: 

\0-A\<\A\.6. 

Ferner folgt aus (VI), genau so wie in § 1: 

(VT) 1-«<|B|<1+». 

Daher hat man nach (3) für den relativen Fehler: 

B. Abschätzung des wahren Fehlers. 
§5. 
Es werde sogleich der allgemeinste Fall betrachtet, daß wie in § 4 
eine Kombination mehrerer unendlicher konvergenter Produkte ge- 
geben sei: 

Ä(i + .J»).JZ (i + .f)... 

U ir(i + ^).n(i + fl...' 

wo die vf* (Jc = a, b,...a\ &',.••) * m allgemeinen komplexe Großen 
von der Form v { ^= u® + ifif^ sind, deren absolute Betrage u® < 1 
vorausgesetzt werden. Die flfj® dürfen auch alle oder teilweise Null 
sein, so daß dann die betreffenden Teilprodukte H(l + «£**) reell sind. 
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Es soll der „wahre Fehler" beim Abbrechen der einzelnen Teilprodukte 
nach einer endlichen Faktorenanzahl abgeschätzt werden, d. h. die 
Differenz: 

(2) * - A - A - R - A - A (JB - 1) , 

wo A der aus der endlichen Anzahl von Faktoren gebildete Näherungs- 
wert von * und jß der noch übrig bleibende Teil ist [vgl. § 4, (44) 
und (5)1 

i arc tg 

Da bekanntlich 1 + *,<*>- 1 1 + a™ + iß™ ' e *+•? ist, so kann 

man R auch schreiben: 

(3) R=\R\(<z, 

^-^arctg^ + ^arctg^ 6)+ ... 



V 



-^arctg— A_^-^arctg 

Für den ersten Faktor \R\ auf der rechten Seite in (3) laßt sich 
eine obere und untere Grenze nach Formel (VI') von S. 362 angeben. 

Für den Spezialfall nur redler Produkte JJ (l + vjf') , in dem 
4 S — 1 und R — | jß | ist, ist somit nach (2) der wahre Fehler bekannt. 
Sind jedoch die v[ k) nickt alle reell, so kommt es jetzt noch darauf an, 
fftr den zweiten Faktor &~ in (3) eine obere und untere Grenze anzu- 

geben. Aus der Voraussetzung j cc™ + iß™ < 1 folgt nun ^-^r! < 1. 

Es gilt daher die bekannte alternierende Reihe für arctg — ^. 

Nach dem Leibnizschen Satz kann man dann setzen, wenn 



-<*) 



> ist: 



ff» ( ff» \* ff» jjW 

if"w"*(,l~w)< arot B 1 i (*)<rrS) 

und erst recht: 
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Ist dagegen — — -^ < 0, bo ergibt sich: 
1 + at * 

(5) i+ ^ <mlg ^ )<} _^_. 

Der Übergang von diesen Doppelnngleichnngen (4) und (5) für 

arctg ^r zu entsprechenden fürj^arctg — — ^ laßt sich nicht 

ohne weiteres bewerkstelligen; denn ich weiß nicht, welche Glieder 
in dieser Reihe > 0, und welche < sind, da für die Produkte 
/7(l + «i* J + •tf ) ) der allgemeinste Fall von Konvergenz 1 ) ange- 
nommen war. Ich will mich im folgenden auf den einfachsten Fall 
beschranken, daß die a® unter sich und die (f^ unter sich — aber 
nicht notwendig die a^ mit den ßf* — gleiches Vorzeichen besitzen. 
Dann sind alle komplexen 2 ) Teilprodukte JJ(l + a* w + ißf?) abso- 
lut und unbedingt konvergent. 8 ) Aus den Doppelungleichungen (4) und 

(5) folgt für k =- a, 6, . . . d, b', . . . und die zugehörigen Zahlen v=*l, 
m, ...g,r,...: 

v + p-l ä(*) r + p-1 fl(*) v+p-1 »(*) 

(6) f ^ * <^«tg * .<2 ?• 

A * * 1 + «* ' A = r 1 + «* ' A = r 1 -{- a* ' 

wo das obere Ungleichheitszeichen für positives — ^—^ , d. h. positives t 
ß ( f\ das untere für negatives ßfjf* zu nehmen ist. 



Da die Produkte /7(1 + «<*> + »0< 4) ) =/7 (l + ««)( * + A*) 
konvergieren, so müssen auch die Reihen 2 — h - li . konvergieren. Es 

A = 1 + «^ 

werden sich daher für die Reihenreste 2 ~ 7« gewisse, von p un- 

A = v 1 + «^ 

1) Pringsheim, Math. Anm. 22, S. 481. x 

2) Die etwaigen reellen Teilprodukte von $ dürfen natürlich auch bedingt 
konvergieren, d. h. die betreffenden reellen v h = a h sind der Beschränkung, unter 
sich gleiches Vorzeichen zu haben, nicht unterworfen. 

3) Pringsheim, Math. Anm. 33, S. 139. 
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abhängige, reelle obere und untere Grenzen G { *\ g® angeben lassen, 
die mit wachsendem v beliebig klein werden und beliebig nahe anein- 
ander rücken. Aus (6) folgt dann: 

(7) ! £ ^'Srctg J? $ 0» (tf * 0) . 

Durch Addition und Subtraktion der passenden Doppelungleichungen 
nach den für Doppelungleichungen geltenden Regeln ergibt sich hier- 
aus für den Exponenten 2J in (3): 

(8) 9<2<G. 

Ich setze jetzt im Anschluß an Stolz 1 ) folgende Größenordnung 
für komplexe Größen fest: Eine komplexe Größe a + ib soll größer 
(kleiner) als a -f- ib' heißen, wenn a größer (kleiner) als a und, falls 
a =» a, wenn b größer (kleiner) als b' ist. Unter Anwendung des 
Leibnizschen Satzes für alternierende Reihen auf den reellen und ima- 
ginären Teil der Reihe für ef s kann ich dann schreiben: 

Setze ich hier für 2J in passender Weise einmal G, das andere 
Mal g, so ist auch der zweite Paktor e*- der rechten Seite von (3) 
zwischen zwei bekannte Grenzen eingeschlossen. Mit Hilfe der durch 
Multiplikation der erhaltenen Doppelungleichung mit (VF) sich ergeben- 
den Doppelungleichung für R kann man dann nach (2) den wahren 
Fehler in bekannte Grenzen einschließen. 

Abschnitt III: Anwendungen. 
Die im vorigen Abschnitt entwickelten Fehlerabschätzungsregeln 
für unendliche Produkte mögen hier nur bei den beiden schon in der 
Einleitung erwähnten Beispielen angewandt werden. 

§ 1. Das vollständige elliptische Integral erster Gattung. 

Genauigkeit der Legendreschen Tafeln. 

Zur Berechnung des vollständigen elliptischen Integrals erster 

Gattung K aus einem gegebenen Modul Je ist, namentlich im Falle 

eines reellen, zwischen und 1 gelegenen fc, auf den ich mich hier 

beschränke, die folgende Produktentwicklung sehr geeignet: 

n 
* 

(1) K- ( — -*-*, ,.— = -*/7(i+*„). 

__ o 

1) Stolz, Vorlesungen über allgemeine Arithmetik. II. Bd., Leipzig 1886, S. 2. 
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Diese Formel hat auch Legendre als Grundlage gedient für die 
Berechnung der Tafeln der vollständigen elliptischen Integrale erster 
und zweiter 1 ) Gattung, die sich imT3. Bande seiner „Exercices de cal- 
cul integral" (Paris 1816) und im 2. Bande seines „Traite des fonctions 
elliptiques" (Paris 1826) finden. 

Man erhält das obige Produkt durch wiederholte Anwendung der 
Landenschen Transformation. Dabei bestehen zwischen den nach 
Null abnehmenden Moduln 

Je, Äj, «,, ä 8 , • • 

und den nach 1 zunehmenden komplementären Moduln 

k, k\, kt f kt } ' • 
die folgenden Relationen: 

l -*r 21/1T 

h Ä »J7. 1 h , r * 



(2) 



! + *;_,' — » i + *„ 






!+*„-! 2 



Das unendliche Produkt in (1) konvergiert unbedingt, da die Reihe 
£k n absolut konvergiert. Bricht man diese Reihe hinter dem vten 
Gliede k T ab, so läßt sich für ihren Rest leicht eine obere Grenze 
finden. Man hat nach (2): 

l-r, l-fc? *« 

«-+ 1 " i +*; ~ (i + *.)• " (l +*;)» - 

Es ist also k M+ i nicht nur kleiner als k n , sondern auch kleiner als Ü- 
Hithin wird der Rest der Reihe £Jc n : 

-B», p =- A; r+ t + Ä,+i + ^» + » + tr + * + ••• 

< k* + fc» +1 + ** + , + #+, + ••• 

< *J + («)» + (« +1 )« + (*» +1 )» + • • • 
<« + « + (*»• tf) 1 + (*,+» • « + 0* + • • • 

< ÄJ + AfJ + fty + (Ä, • fCytCy) -}-••• 

<« + *} + «* + « + .. . ' 

Also ß,, p < ~ & ' 



1) Das vollständige elliptische Integral 2. Gattung E drückt sich in ein- 
facher Weise durch K aus. (Vgl. Legendre, Traite* I, Paris 1826, S. 107). Ich 
betrachte daher hier nur das Integral 1. Gattung. 
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Beim Abbrechen des Produkts (1) hinter dem i/ten Faktor (1 -f k v ) 
gilt daher nach Formel (IIb) für das Restprodukt die Abschätzung 

P rtF -l</-*5-l, 

oder, wenn man für er — 1 den Näherungswert J^ einführt, was hier 
vollständig genügt: 

(3) *«'- 1 <-tt? 

Die Formel (1) läßt sich noch umformen, so daß sie zur Berech- 
nung von K mittels Logarithmen unmittelbar anwendbar ist. Mit Hilfe 
der letzten der Relationen (2) erhält man nämlich 1 ): 



(4a) ÜT ~ l |/£.fc.|&.Ä.-. 

oder, wenn man noch k *= sin 0, k x — tg* 1 — sin 6\, k^ — tg* \ 6\ = 
sin0 s , • • • setzt, 

(4b) K= \ Y-^ö ' cosO, . cos0 2 • cos0 3 . . • 

Ferner wird 

Somit ergibt sich aus (1): 

n 

(' coe^e-cos^Ö! cos^ö, • •' ' 

Legendre hat in seinen oben angeführten Tafeln die Werte der 
▼ollständigen elliptischen Integrale 1. und 2. 8 ) Gattung 4 ) und ihrer 
Logarithmen 5 ) mit 12 Dezimalstellen, einen Teil der letzteren, nämlich 
für den Modulwinkel von 0° bis 15° und von 75° bis 90°, sogar auf 
14 Stellen angegeben. Um K mit dieser Genauigkeit zu berechnen, 
müssen nach Legendres Angabe*) von fc=* sin 67° 33' bis i = sin 26° 34' 
vier Faktoren des Produkts verwandt werden, von k — sin 26° 34' bis 
k — sin 3° 11' drei Faktoren, von * — sin 3° 11' bis k = sin 0° 2' 40" zwei 
Faktoren, von Ä = sin0°2'40" ab nur ein Faktor. Bei Werten des 



1) Legendre, Exercices I (Paris 1811), p. 89 = Tratte* I (Paris 1825), S. 90. 

2) Vgl. Durege, Theorie der elliptischen Funktionen, 4. Aufl. Leipzig 1887, 
8. 208. 

3) Vgl. 8. 366, Anm. 4) Tafel Vm. 6) Tafel I. 
6) Exercioes DI, S. 18 = Tratte* II, S. 4. 
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Modulwinkels 0, die größer als 67° 33' sind, würden fünf Faktoren des 
Produkts berechnet werden müssen. 1 ) 

Zur genaueren Prüfung dieser Angabe ist die folgende Tabelle 
entworfen, in der bei gegebener Faktorenanzahl v unter Anwendung 
von (3) die obere Grenze fttr den wahren Fehler J7„ (P„, p — 1) be- 
rechnet ist. 



Modul- 
winkel 


Faktoren- 
anzahl 


l Der aus v '. 


Faktoren berechnete Näherungswert von K iit 


e 


V 






s 


eu klein um weniger als 


75° 


3 


0,000 


022 


1 










4 


0,000 


000 


000 


011 


035 




67° 30' 


3 


0,000 


001 


430 


12 








4 


0,000 


000 


000 


000 


044 352 




45° 


3 


0,000 


000 


000 


360 


77 ' 






4 


0,000 


000 


000 


000 


000 000 


004 387 6 


35° 


3 


0,000 


000 


000 


004 


113 






4 


0,000 


000 


000 


000 


000 000 


000 000 610 76 


29° 


3 


0,000 


000 


000 


000 


165 49 






4 


0,000 


000 


000 


000 


000 000 


000 000 001 020 3 


27° 


3 


0,000 


000 


000 


000 


049 77 




26° 


3 


0,000 


000 


000 


000 


033 336 




20° 


2 


0,000 


000 


094 


705 








3 


0,000 


000 


000 


000 


000 346 


02 


15° 


2 


0,000 


000 


009 


016 


9 






3 


0,000 


000 


000 


000 


000 003 


179 7 


10° 


2 


0,000 


000 


000 


339 


59 






3 


0,000 


000 


000 


000 


000 000 


004 553 6 


4° 


2 


0,000 


000 


000 


000 


217 37 






3 


0,000 000000000000000000000 002 3639 


3° 


2 


0,000 


000 


000 


000 


021 719 




1° 


1 


0,000 


000 


009 


111 


4 






2 


0,000 


000 


000 


000 000 003 


303 


0°6' 


1 


0,000 


000 


000 


000 


910 98 






2 ' 


0,000 


000 


000 


000 


000 000 


000 000 033 02 


00 '!" 


1 


0,000 


000 


000 


000 


000 000 


005 425 3 



1) In diesem Falle wendet man besser eine Formel an, die sich ergibt, wenn 
die Landen sehe Transformation in umgekehrter Richtung ausgefÜrt wird, so daß 
man eine Reihe von nach 1 zunehmenden Moduln erhält. Auf diese Formel, die 
Legendre übrigens zur Berechnung von K für alle k > sin 45° benutzt, gehe ich 
hier nicht ein, da sie nichts wesentlich Neues bietet. 
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Die Legendresche Tafel VIII gibt die Werte von K nur für die 
vollen Grade des Modalwinkels 0; in der Tafel I für log IT schreitet 
von ^ zu l Grad fort. Soll das zu einem dazwischen liegenden Modul 
gehörige K bestimmt werden, so führt eine direkte Berechnung nach 
den vorher angegebenen Formeln häufig schneller zum Ziele, als eine 
mühsame Interpolation. Dabei kann man aus der obigen Tabelle er- 
sehen, wieviel Faktoren des unendlichen Produkts zur Erlangung der 
betreffenden Genauigkeit erforderlich sind. 

§ 2. Die Bahnkurve der Kreiselspitze. 

Es wurde oben hervorgehoben, daß es naturgemäß erscheint, wenn 
Produkte oder Quotienten von Funktionen zu berechnen sind, für die 
sowohl Reihen- als auch Produktentwicklungen existieren, die letzteren 
anzuwenden. 

Ein hervorragendes Beispiel für das Auftreten eines derartigen 
zusammengesetzten Ausdrucks findet sich in dem Werke von Klein 
und Sommerfeld: „Über die Theorie des Kreisels". 1 ) 

Unter „Kreisel" wird ein der Schwere unterworfener starrer Körper 
verstanden, dessen Masse symmetrisch um eine Achse des Korpers ver- 
teilt ist, und bei dem mittels einer geeigneten Vorrichtung ein auf 
der Symmetrieachse gelegener Punkt im Räume festgehalten wird.*) 
Dieser feste Punkt oder „Unterstützungspunkt" des Körpers teilt 
die Symmetrieachse in zwei Halbstrahlen, von denen der eine als 
„Figurenachse" bezeichnet werden möge. Ein im Abstände 1 von 
auf der Figurenachse gelegener Punkt wird „Kreiselspitze" genannt 
Bei der Bewegung des Kreisels beschreibt diese Kreiselspitze auf der 
um gelegten Einheitskugel eine Kurve, die in dem von Klein und 
Sommerfeld behandelten Beispiele ausschließlich auf der nördlichen 
Halbkugel verläuft. Bedeutet k die komplexe Variable, die im ge- 
wöhnlichen Gaußischen Sinne dem Bildpunkte der Kreiselspitze in der 
Äquatorebene der Einheitskugel bei stereographischer Projektion vom 
Südpole entspricht, so ergibt sich für das ebene Abbild der Bahnkurve 
der Kreiselspitze die Darstellung 8 ): 



(i) 






»(t + ia) 

K _ •fei- <-9 e ->-»+<« L _ t v _ .. 



1) 8 Hefte, Leipzig 1897, 98, 1903. Es kommt hier namentlich Heft II, 
Kap. VI, § ö und § 6 in Betracht. 

2) A. a. 0. I, 8. 1. 3) A. a. 0. II, S. 488. 

Zeitschrift f. Mathematik u. Phyiik. 5€. Band. IMS. Haft 4. 24 
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Hierin bedeutet &(f) eine der Jaco bischen doppeltperiodischen Theta- 
funktiooen mit den Perioden 2», 2im', nämlich die, für welche, wem 
rar Abkfiramg 

gesetzt wird, die folgende absolut konvergente Reihen- bzw. Produkt- 
entwicklung besteht: 

AI I» 

(3) &(t) = 2j 4 sin$ — 2g 4 sin 3s + 2g 4 sin5s 

(4) &U) - 2j T sins /7(1 - jf *)(1 - 2g" cos 2s + g 4 *) 

A = l 

- 2g 4 sin* ./7(1 - « 14 )(1 - g 2 V*)(l - ff"«- 1 ")- 
Die Jacobische Bezeichnung für diese Funktion würde lauten: 

Der Kreisel, für dessen Spitze die Bahnkurve berechnet werden 
soll*), besteht aus einem Schwungrad, dessen Hasse einen Wulst von 
quadratischem Querschnitt bildet Die Seitenlange des Querschnitt- 
quadrats betragt 2 cm, der Abstand seines Hittelpunktes von der 
Figurenachse 5 cm. Der Unterstützungspunkt hat vom Schwerpunkt 
des Rades einen Abstand von 2,5 cm. Bei Beginn der Bewegung ist 
der Winkel zwischen der Figurenachse und der Vertikalen 60°. Die 
übrigen Eonstanten werden so gewählt, daß der Kreisel 2,4 Umdrehungen 
in der Sekunde macht. Ferner ist: 

cd - 0,259 9585 ©' « 0,324 6104 

a - 0,231 7671 b - 0,229 4180. 

Klein und Sommerfeld verwenden zur Berechnung der Punkte der 
Bahnkurve der Kreiselspitze die Reihe (3) für die Thetafunktion, wobei 
sie alle in (1) auftretenden Thetareihen hinter dem zweiten Gliede ab- 
brechen. Auf eine genaue Abschätzung des wahren Fehlers der «o 
berechneten Werte k verzichten Klein und Sommerfeld. Sie berechnen 
nur, daß der relative Fehler < ^~ ist. 8 ) 



1) cf. Jacobi, Werke I, 8. 231, 601. — Die Angabe von Klein und Sommer- 
feld (a. a. 0. II, S. 418), das &(t) in der Jacobischen Bezeiohnungsweise mit 

H( — I identisch wäre, beruht auf einem Irrtum. 

2) Klein-Sommerfeld, a. a. 0. II, 8. 447 ff. 3) A. a. 0. 8. 444-4* 7 ' 
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Ich werde die Preisentwicklung (4) benutzen und die Produkte 
alle hinter dem ersten Faktor abbrechen- Der Fehler der so berechneten 
Werte der Bahnkurvenpunkte laßt sich dann unter Anwendung der 
vorher aufgestellten Regeln viel genauer als bei Verwendung der Reihen 
abschätzen. 

Ich stelle zunächst die bei der Berechnung vorkommenden Größen 
in der folgenden Tabelle zusammen: 



q — 0,019 78345 
j 1 — 0,000391385 



i 4 - 0,000000153 182 

« 8 - 0,00000000000002346475 



**"- 4,057 026 



%w , 



0,246486 



& w + e 



Sa> . 



4,303512 



««»=-3,999846 

nb nb 

«tS + e i»_ 4,2498566 
^_K-« )+ g -^(»'-a)_ 2j323067 5 



e»»_e »»-3,810640 

-— 
e »»-0,2500096 

nb nb 

e»»-e~»»-3,749 8364 
e^"'-»- *->'-'=, 1,181 7965 



#m* > +e i» 1 J „ 2,340077 


£«"-«_ ^-»U 1,214891 


na na 

e^+e »-16,52020537 


na na 

e » _ i~Z _ 16^98 694 63 


na 

«*e»- 0,000002521 293 


j*«" "="_ 0,000 000 009 306 636 


nb nb 

e « + e~<>- 16,061 259 86 


Mb nb 

e » -e~» -15,93625014 


g*e»- 0,000002450728 


Mb 

q*e~ » - 0,000 000 009 574 63 


«» ( "'" ,,) - 3,071 018 


<f^ w '" o) - 0,3256251 



g »e» ( "'~ ,,) - 0,001 20195 
a*c« < "'" a) - 0,000000470425 
e>- 4) - 315945 
«»e«^"*'- 0,001 236561 



g »e~» ( * o) - 0,000 127 4447 
j*e"» (< "'" o) - 0,00000004987992 



-£<«•-») 



0,3165108 



g »c » { * 4) - 0,000 123 877 5 



^(ß"" 4> +e - ( "'"* > )- 0,000000532466 $*(e» "* ) -«"* K 4> )-0,0000004364721. 
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Für die in (1) auftretende Konstante K erhält man mm, wenn 
man, wie vorher angegeben, von jedem der auftretenden unendlichen 
Produkte nur den ersten Faktor in Rechnung zieht: 

_«.£(.'_.). (i-,-. ° )[}-*" ) -4.-,, 
2C=- — — - &" 

<»•£<.'- 6). (l + s'e « J(l+«V J 

Drückt man noch den auftretenden Sinus und Kosinus durch die Ex- 
ponentialfunktion aus, so ergibt sich unter Benutzung der obigen 
Wertetabelle: 

JBT= 0,510 868. 
Ferner ist 1 ) 

/fr\ , .fr'(ia>' — ia) j, * .4K(a> + to»' — ib) 

* ' ™ *>($•'— 'uij > ~~ "« ~~ ~~ * *(• + •«'_ t&) ' 

Durch logarithmische Differentiation erhält man aus (4) 






|Bin— - a = ii — 2£**cob \-q* 

ifl) Ol 



Beschränkt man sich nur auf das erste Glied der Reihe, so wird 
demnach: 



* I C0ß 9«( a — a > 42 , sin— (» — a) 

| . % I £09 . 03 

2a>l . t«, , x ' „ Ä , t*. , . , 
sin — (a> — a) 1 — 2g*cOB — (o — a) + 5 

2(0 09 



=) 



-,- 1,963557 

2o 7 

und 



in— (<»' — b) 4a*sin — (»' — b) \ 

i£(«'-*) 1 + 2«»C08^(«' -b)+q*J 



JL . 0,521 398. 



2 CO 

Folglich 

L - ~ 1,442 168. 

2<B 7 

Nach Bestimmung der Konstanten, ergibt sich jetzt für A, wenn 
ich die Produkte wieder alle nach dem ersten Faktor abbreche, der 
Näherungswert: 

1) Kl ein- Sommerfeld, a. a. 0. S. 461. 
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(7) 1-X-* 



t^+e 8< 78in« + tU w -c «"/com 
_ e V + e" V /cos2* — ig > lg to — <T « / sin2s 

(Äa Aa\ / /fa _^\ 

e" + e~ ")cos28 + tg f U" — <T "/sin*« 

Es sollen nun zehn Punkte der Bahnkurve A ^ A, . . . Ag berechnet 
werden, welche bzw. den äquidistanten Werten t = 0, - , -y, . . . 

zugehören. Die entsprechenden Werte für 5 sind s«0, 8 , ia " ' " T 

oder s — 0°, 10°, 20°, . . . 90°. Man berechnet zuerst den absoluten 
Betrag der Größen L und findet alsdann auf trigonometrischem Wege den 
reellen und imaginären Teil. Unter Benutzung der Zahlenwerte von 
Seite 371 und der soeben berechneten Werte von K und L ergibt sich 
so folgende Tabelle 1 ): 

1,- -0,577 0784t 

li - 0,163 4406 - 0,548 6011t 

^ - 0,303 7429 - 0,469 1848 t 

k 9 = 0,405 2705 - 0,355 4404t 

iL - 0,463 1982 - 0,226 7404t 
(8) 4 ' 

w ^ - 0,481 8524 - 0,099 4039t 

A 6 = 0,470 3593 + 0,016 6193t 

^ - 0,438 3135 + 0,117 7665t 

Ag = 0,392 9060 + 0,204 9933t 

k 9 = 0,337 6858 + 0,281 3005t 

1) Die in meiner Dissertation angegebenen Werte sind nicht ganz fehlerfrei, 
worauf mich Herr Prof. A. Sommerfeld hat aufmerksam machen lassen. Die 
Fehler sind z. T. durch einen Druckfehler in einer von mir benutzten alteren 
Auflage der Vegaschen Logarithmentafel veranlaßt worden. In Wirklichkeit liegen 
daher die Abweichungen der mit Produkten berechneten Werte X von den in der 
Dissertation auch noch nach dem Vorbilde von Klein und Sommerfeld mit 
Reihen berechneten Werten innerhalb der sogleich zu bestimmenden Fehlergrenzen. 
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Ich werde jetzt die Genauigkeit dieser Werte abschätzen. In dem 
Ausdruk für X tri tt außer dem Exponent ialfaktor^ z ' folgende Kombination 
von unendlichen Produkten auf: 

^ (.-^-^-•')(,-^-l(,wv^U,-«"-"-) 
•-• t + ?.- >-)(,+,»«>-*') . (. _ <><-"»% _ ,»."-")' 

Alle Produkte wurden hinter dem ersten Faktor abgebrochen. 
Betrachtet man zunächst das erste im Zähler auftretende Produkt 

£J[\1 — q* h e <° /, das ebenso wie die sieben andern unbedingt kon- 

vergiert, so ergibt sich für den Rest der Reihe <£q* h e w w beim 
Abbrechen hinter dem ersten Glieder 



OD 

* = ** 



-— (m'-a) 



q*e 



-_(0,'- a ) 



l-« f 



Ferner sind für h^ 2 alle q* k e~ * ( " '~ a) <£ j*c. w<t ° *\ 
Abschätzungsregel (II*) von Abschnitt II, § 2 wird daher 



Nach der 



i^G -«•*•"->-«) 



qU 






{*-*&-*)*-* 



In ähnlicher Weise bestimmt man die zu den übrigen sieben Rest- 
produkten gehörigen oberen Grenzen, und zwar für das zweite Produkt 
im Zähler ebenfalls nach Regel (II*), für die beiden ersten Produkte 
im Nenner nach Regel (IP), für die übrigen Produkte nach Regel (V). 
Alsdann hat man nach Formel (VI) von Abschnitt II, § 4 für das 
Gesamtrestprodukt der obigen Kombination von unendlichen Produkten 
die Abschätzung: 

\R-l\ <e r-l, 
wo 



y = 



q* 



i-? 1 






(»'-«) 



nb 



nb 



1 — q*e w 



-.£(*-«) 



+ 



1 - q*e a 
na 



K-d) 



+ 



,+ 



_15 ' — 

na 






< q --,- 39,46414513 

1 — q* ' 

-0,000006046034. 



na ' ä« 
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Aus | R — 1 j < r-^- ergibt sich daher 

(9) ! R - 1 1< 0,000006046 . . . 
folglich 

(10) 0,999 993 954 < j R |< 1,000 006 046. 

Der relative Fehler der 10 Werte iL in (8) betragt demnach 
weniger als 

0,000006047, 

ißt also erheblich kleiner als der von Klein und Sommerfeld bei 
Benutzung der Reihen berechnete relative Fehler. 

Ans dem Werte für | R — 1 1 und den absoluten Betragen der in 
Tabelle (8) angegebenen, mit Produkten berechneten Näherungswerte 
für die 10 Größen X findet man durch Multiplikation den absoluten 
Fehler von 

^:< 0,0000035 

V< 0,0000035 
V< 0,0000084 
A,:< 0,0000033 
V-< 0,0000031 
X s :< 0,0000030 
A e :< 0,0000029 
V< 0,0000027 
V< 0,0000027 
V< 0,0000027 

Ich will jetzt noch im Anschluß an Abschnitt II, § 5 die Grenzen 
für den wahren Fehler der Werte (8) bestimmen. 

Um den genauen Wert von k zu erhalten, müßte ich zu dem 
Näherungswert (7) von S. 373 noch den Faktor R hinzufügen: 

JB-'JRI.** wo 

^ 4»>-g**Bin — (m' — ä) Ä — 4»*-g**sin — («»'— b) 

* = *1 — 9g , *coB*-(o' — a) + g 4 * *-»l + *^*cos-* (•' — b) + q Ah 



(11) 



-^2'arctg— 



(nh nb\ 



+Jarctg- --«* 



(Tla 
e" — 






(nb __*_?\ A _j 






cos 8» 
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Für die ersten zwei Summen findet man eine obere und untere 
Grenze in folgender Weise. Es ist 

oo 4t*-g ,A 8in — (©' — a) 

"V7 CO 
<*1 =^ " 

a = *1 — 2 0**co8— (ö'-a) + g 4A 

CO 



A / *(cu'-a) -- (ö,'-o)\ 



2 4 + „ s 6 



Die Reihe in der Klammer { } läßt sich leicht zwischen zwei geo- 
metrische Reihen einschließen. Man hat 

._ JL 4 .- <(}<- - *. 

Ll-3*\e w -He - )h~<l*) 

Folglich ist 

Beim Ausrechnen bekommt man 

- 0,000 000 841 42* < 6 t < - 0,000 000 841 4196*. 

Für die zweite Summe in ^ findet man ähnlich wie soeben: 

_ — 4»8 0**«n — (m — 6) / n , .. », . ..\ . 

,,-J- V" - <».(.- , "- l) -r-*"- l »). 1 -^ 

CO 

und andrerseits 

/ * (,.,'_ 6) _ Ä .(a,'-6)\ 

* ^ ltU" -e " >> £ 

/ (w'-ö) - (ru'-&)\ * 

also 

0,000000871 28485 < <* 2 < 0,0000008712852s. 

Folglich ist 
- 0,000001 712 7052s < <s x - <r 2 < - 0,000001 712 7044s. 

Für die beiden andern in J£ auftretenden Summen habe ich im 
Aimchluß an Abschnitt II, § 5 (Seite 363) zunächst: 

, . •"-•jJ-»£ -<larctg-<l- *^%- , 

I ) « 4 ' + fl > *W" + «"" "/cos 2* " l + c i 4Ä + c2 2 Hc a, +c •/«»** 
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und eine entsprechende Doppelungleichung für die zweite Summe. Die 
links und rechts auftretenden Reihen lassen sich dann in derselben 
Art wie ö t und 6 2 zwischen zwei geometrische Reihen einschließen, 
wobei noch zu unterscheiden ist zwischen Werten von s } die kleiner 

als -r, und solchen, die größer als - sind, da für letztere cos 2 s negativ 

ißt Schließlich erhält man: 

9<2<G> 



wo f&r ^ 8 5 j, d. h. für X bis X*: 

( ÜL? nh \ l n — na \ 

g — Om 001 712 7052, - *" ~^^> + \ • &^L* U . 

( Ttb _ Jtf> \ 



G 0,000001 712 7044s - f 



nb n bx 

/sin2« 

Ttb\ 



(na jta\ 

_ « » — e "Jaina« 

Li - q\e ~" + e " 7 cos 2«J (1 - 3«) 
för J<«Sj, d. h. für A* bis A 9 : 

£ = - 0,000001 7127052*- Jir"'-^- V 



,(,"- -' 



7ra\ 
f «/sinS« 



_L 1 

LI + q 9 — q A \e 1 " + t ft, /co82 J(l — q*) 

(ttb nb\ /na na\ 

e" - <T ~"J ain2* g*\c '" -e~ "" J sin** 

Ich habe zunächst g und G für die 10 Werte von s, die den 
Größen A bis ^ entsprechen, zu berechnen. Diese Werte g, G setze 
ich sodann in passender Weise in die Doppelungleichung (9) von S. 365 
ein. Innerhalb der hier gewählten Genauigkeitsgrenzen kann man dabei 
die zweiten und dritten Potenzen von J£ vernachlässigen und einfach 

l+ig<e<-<l + iG 

setzen. Diese Doppelungleichung multipliziere ich mit der Doppel- 
ungleichung (10) für { R\ und erhalte eine Doppelungleichung für R 
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und daraus eine för R — 1. Wenn ich diese noch mit den in (8) an- 
gegebenen Näherungswerten für die 10 Großen 2 multipliziere, so er- 
geben sieh für die wahren Fehler („w. F. u ) dieser Größen X die folgenden 
Doppelungleichungen : 

- 0,000 0035* < w. P. v. ^ < 0,0000035t 

- 0,0000013 + 0,0000032* < w. P. v. ^ < 0,0000010 - O,O0O0033t 

- 0,0000024 + 0,0000025* < w. F. v. A, < 0,0000018 - 0,000 0029t 

- 0,0000030 + 0,000 OOlöi < w. P. v. 2, < 0,0000024 - O,0000022i 

- 0,0000032 + 0,0000006* < w. P. v. A 4 < 0,0000027 - 0,0000016t 

- 0,0000031 - 0,0000005» < w. P. v. ^ < 0,0000029 - 0,0000009t 

- 0,0000028 - 0,0000013* < w. P. v. k t < 0,0000029 - 0,0000004* 

- 0,0000024 - 0,0000019* < w. F. v. ^ < 0,0000028 - 0,0000001t 

- 0,0000018 - 0,0000023* < w. F. t. ^ < 0,0000028 + 0,000 0004t 

- 0,0000013 - 0,0000026t < w. F. v. 2, < 0,0000028 + 0,0000008t. 

Es ergibt sich hieraus — wie auch schon aus dem relativen Fehler 
und der Tabelle (11) für den absoluten Fehler zu entnehmen war — , 
daß bei den in (8) angegebenen, unter Anwendung der IVödidfcfentwicklung 
der Thetafunktion berechneten Näherungswerten für die 10 Größen X 
durchweg mindestem die fünf ersten Dezimalstellen genau richtig sind 
Würde man dagegen nach dem Vorbilde von Klein und Sommerfeld 
die Thetarafo benutzen, so könnte man, da der relative Fehler als- 
dann, wie oben (Seite 370) angegeben, kleiner als j^ö ist, nur ungefähr 
drei genaue Stellen erwarten. Bei Anwendung der ProdtiWentwicklung 
läßt sich nach den im II. Abschnitt aufgestellten FehlerabschätzungB- 
regeln die erlangte Genauigkeit bedeutend schärfer abschätzen. Dies 
spricht dafür, daß, wenn Produkte oder Quotienten von Funktionen bu 
berechnen sind, die Anwendung der Produktentwicklungen geboten sein 
dürfte. 
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Die dynamischen Vorgänge 
in zylindrischen Schranbenfedera mit besonderer Berück- 
sichtigung der Massendrnck-Eompensatoren. 

Von P. Fröhlich in Dresden. 
Mit 6 Figuren und 9 Tafeln. 

Einleitung. * 

Im folgenden behandle ich die Aufgabe, die Bewegungen zylin- 
drischer Schraubenfedern mit gleichmäßiger Massenverteilung unter ver- 
schiedenen Bedingungen mathematisch zu untersuchen. Ehe ich näher 
suf die Theorie der longitudinal schwingenden Feder eingehe, mochte 
ich mit einigen Worten auf die praktische Bedeutung dieses Problems 
hinweisen. 

Als vor eineinhalb Jahrzehnten die Elektrotechnik ihre Sieges- 
laufbahn begann, inachte sich das Bedürfnis geltend, Dampfmaschinen 
mit sehr hoher Umlaufzahl zu schaffen, um die Dynamomaschinen ohne 
Vermittlung der lästigen Riemen-Übertragung direkt antreiben zu können. 
Wegen der Massenwirknngen in dem Steuerungsgetriebe mußten die 
Ventilmaschinen ans dem Wettbewerb ausscheiden und den Schieber- 
maschinen das Feld räumen. In den schwingenden Teilen der Schub- 
knrbelgetriebe treten Massendrucke auf, welche mit dem Quadrate der 
Dmlaufzahl anwachsen und im Gestänge Stoße verursachen, wenn nicht 
durch vorzeitiges Schließen des Auspuff kanals, durch. die Kompression 
des Abdampfes, ein elastisches Polster zur Aufnahme der Stöße gebildet 
wird. Für Typen von 400 — 1000 Touren machten sich so hohe Kom- 
pressionsdrucke erforderlich, daß man die längst verbannten Einschieber- 
steuerungen wieder aufnahm; wirtschaftliche Ausnützung des Dampfes 
ist bei diesen Steuernngen durch das Auftreten hoher Kompressions- 
drucke bedingt, zum Mißvergnügen der älteren Konstrukteure, denen 
diese Begleiterscheinung für die normalen Tourenzahlen lästig war. 
Die Dampfzufuhr wird zweckmäßig von einem Achsenregulator ab- 
hängig gemacht, dessen Prinzip aus Abb. 1 hervorgeht. 

In S erkennen wir den entlasteten Kolbenschieber im Augenblicke 
der Eröffnung; bei EE wird der Dampf dem Schieberkasten zugeführt, 
durch die Kanäle JE^ft, gelangt er auf die hintere bzw. vordere Zylinder- 
seite, nm nach verrichteter Arbeit durch das Auspuffrohr A entlassen 
zu werden. Die Dauer der Volldruckperiode wird durch die Stellung 
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des Hebels CA bestimmt, welcher 
— in dem Punkte C der rotie- 
renden Regulatorarne U gelagert — 
mit dem Tachometer durch die 
Stange DE zwangläufig verbunden 
ist. Der eigentliche tachometriscbe 
Teil wird durch das Hebelparallelo- 
gramm 1 G 1 G i 2 gebildet, dessen 
Gleichgewichtslage durch das Mo- 
ment der Federn F x und JF 2 sowie 
die von der Tourenzahl abhängigen 
Zentrifugalmomente der Schwung- 
massen M X M % bedingt wird. Indem 
sich mit zunehmender Winkelgeschwindigkeit 
die Massen M 1 M % vom Wellenmittel W ent- 
fernen, verkleinern sie die Exzentrizität WA 
des Steuergetriebes und damit die Füllung 
des Zylinders: gelangt beispielsweise A nach 
B, so tritt an Stelle des Füllungsbogens 
AÄ = a der kleinere BB' = h. Die Rück- 
wirkungen, welche die Massenbeschleunigung 
des Schiebergestänges auf den Reguliermecba 
nismus bei derartig hohen Umlaufszahlen mit 
sich bringt, sind für einen elektrischen Be- 
trieb durchaus ungeeignet. In der Erwägung, 
daß die Beschleunigung der harmonischen 
Schwingung im Weg -Diagramm als gerade 
Linie erscheint, hat man in sinnreicher Weise 
den Schieber mit einer Schraubenfeder in 
Verbindung gebracht, welche den Massen- 
druck des Steuergestänges kompensieren soll. 
Die Berechnung der Ausgleichsfedern ist 
meines Wissens bisher nur mit den für sta- 
tische Federn geltenden Formeln durchge- 
führt; die Erfahrungen jedoch, welche man 
mit Kompensatoren bei so hohen Schwin- 
gungszahlen ernten mußte, ergaben die Un- 
zulänglichkeit der Rechnung, indem der Aus- 
gleich durch die inneren Schwingungen der Feder gestört wurde. E? 
werden zurzeit Maschinen gebaut, bei denen das Gewicht der Feder 
dem des Steuergestänges nahezu gleich ist, so daß die Eigenmasse des 
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Kompensators nicht vernachlässigt werden darf. Dieses Problem ver- 
anlaßte mich, angeregt durch Herrn Dipl.-Ingenieur Watzinger, Darm- 
stadt, zur mathematischen Untersuchung der dynamischen Vorgänge in 
der zwangläufig bewegten Feder; jedoch auch in anderen Fällen wird 
die Berücksichtigung der inneren Massenbewegungen nutzbringend sein. 
Meine Untersuchungen über die Eigenschwingungen der Schraubenfedern 
werden — so hoffe ich — dem Theoretiker einiges Interessante bieten. 

1. Ableitung der Differentialgleichung für schwingende 
Schraubenfedern. 

Die kinetische Energie einer longitudinal schwingenden Schrauben- 
feder setzt sich aus zwei Teilen zusammen: 

1. Translationsenergie, bedingt 

a) durch die Bewegungen in der Achsrichtung der Feder, 

b) durch die Ausweichung der Materialteilchen normal zu der- 
selben; 

2. Rotationsenergie der normal zur Schraubenlinie stehenden Ele- 
mentarscheibchen infolge von Schwingungen um die äquatoriale 
Scheibenachse in der Schmiegungsebene der Schraubenlinie. 

Die Deviationen in der Radialrichtung verschwinden gegen die 
Axialbewegung und sollen vernachlässigt werden. Die Massenteilchen 
seien in der Schraubenlinie konzentriert gedacht; dann verschwindet 
auch die Rotationsenergie, so daß nur die Translationsbewegung in der 
Achsenrichtung zu berücksichtigen ist. 

Um Irrtümern vorzubeugen, müssen zunächst einheitliche Bezeich- 
nungen eingeführt werden. Im allgemeinsten Falle werden Anfangs- 
und Endpunkt einer longitudinal schwingenden Feder ihre Lage mit der 
Zeit ändern. Es werde zur Zeit t — die Stellung der Endpunkte 
fixiert; wenn dann nicht ausdrücklich andere Vereinbarungen getroffen 
werden, so soll als „Ruhelage der Feder" (oder kurz „ruhende Feder") 
diejenige Stellung bezeichnet werden, welche bei festgehaltenen End- 
punkten von der vollständig zur Ruhe gekommenen Feder behauptet 
wird. In der Ruhelage kann demnach nur eine durchweg konstante 
Axialkraft (S ) in der Feder geborgen sein, wenn vom Eigengewichte 
der Feder abgesehen wird. Nach dieser Übereinkunft möchte ich die 
folgenden Bezeichnungen einführen: 
l Länge der in „Ruhelage" befindlichen Feder in m 
r Radius der Schraubenlinie in cm 
d Drahtdurchme8ser in cm 
n Zahl der Windungen 
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S Lufbspalt zwischen zwei Windungen gemessen in cm bei „ruhender 

Feder" 
d zulässiger Mindestwert des Luftspaltes bei bewegter Feder 
(i Masse der Feder pro Längeneinheit (im „Ruhezustande") 
y spezifisches Gewicht des Federmaterials bezogen auf Wasser 
G Schubmodul des Federmaterials in kg/cm 1 

g Beschleunigung der Schwere in — s =» 9,81 . 
«! Konrtante = 1810-»)/j 

x, Konstante — 28 . 10"» |/y . G 

c Konstante — 100 • l • d k - G : 64 . n . r* 

a Konstante — l • d : x x • n • r* 

x die nach rechts positiv gerechnete Abszisse eines Massenpunktes, 
d. i. der bei „ruhender Feder" in m zu messende axiale Ab- 
stand des Elementes von irgendeinem im Räume festliegenden 
Nullpunkte; ist ein oder sind beide Endpunkte der Feder fest- 
gehalten, so ist der Ursprung im linksgelegenen Fixpunkte der 
Feder zu denken 

l x , {, die Abszisse des Anfangs- bzw. Endpunktes der Feder (Ruhe- 
zustand) 

y die Ausweichung eines Elementes aus der Ruhelage in m 

t die Zeit in Sekunden 

T die Schwingungsdauer bei periodischer Bewegung 

8 die axiale Schubkraft, welche auf den rechts vom Feder- 
elemente x gelegenen Federteil im positiven Sinne der z-Achse 
wirkt, das Element also nach links zu schieben bestrebt ist 
(zu messen in kg) 

S die Vorspannung der „ruhenden Feder" 

Q das Gewicht der schwingenden (festen) Masse in kg 

h Abkürzung für — — — - 

<p(t) das allgemeine Gesetz des geführten Endpunktes 

#(*) die „Kraftefanktion" des geführten Endpunktes, d. i. der Zwang, 

welcher neben 8 in der + ^-Richtung auf die Führung a* 8 ' 

geübt wird 
B der in kg zu messende Maximalwert des Beschleunigungsdruckes 

bei harmonischer Bewegung 
a die Amplitude des harmonisch bewegten Endpunktes in m 
a> die Winkelgeschwindigkeit in sec" 1 
k d die zulässige Torsionsspannung in kg/ cm 1 
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die spezifische Vor- 
spannung in kg/cm 9 

=*„ 

liehe Spannung 



Jc die zusätz- 



jc+djt- 



^x-dx^ 



pig. r 



— co • — die „dyna- 
Charakteri- 



jc-djs+ 



mische 
stik". 

Wenn zur Zeit t 
ein beliebiger durch x 
gekennzeichneter Mas- 
senpunkt der Feder um 
y aus seiner Buhelage 
herausgetreten ist (Fi- 
gur 2), so hat das der 

Stelle (x — dx) zuge Jc+dx. 

hörige Element eine 
Verschiebung (y — dy) 
erfahren; weiter ent- 
sprechen sich die Ko- 
ordinaten (x + dx) und 
(y + dy). 

Stellt c die Kraft 
dar, welche die ruhende, 
spannungslos gedachte 
Feder um ihre eigene 
Lange zu strecken ver- 
mag? so wird die Vor- 
spannung S , welche 
in der ruhenden Feder 
schlummerte, im Ele- 
mente (x) erhöht wer- 
den auf 




Q (x + dx -f y + dy) —{x — dx + y — dy) — *- dx 

ö 0- c 2 dx 



dy 
dx' 



ö — ö ft — C *—jZ : — ö o ' 

Da wir zwei Unabhängige haben, so müssen wir die runden d schreiben: 

(i) *-*-*• g. 

Di« «Mutierende, auf das Element dx nach links wirkende Kraft ist gleich 

dS 



\\B + 4ß-{B-dBfi-dB-yi>ia 
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«ni beschleunigt das mit der Masse dm = p • dx beschickte Element 

nach dem Geeet» 

, d*y dS , 



««kr. aaefc GL 
«ad hierus 


l): 


** dt* c dx* 

dt* a ' dx*' 


«orui 






,3^ 




«_i/-- 



Zwischen der Federung f und der Axialkraft P einer zylindrischen 
Schraubenieder mit Ereisquerschnitt besteht die Beziehung 

. 64.».r 8 PI) 
' ~ d* ' G > 

wean all« Größen in kg und cm ausgedrückt sind; somit bekommen 
wir fttr c die Beetimmungsgleichung: 

^ 100-1- d .^c, also: c- ^ n r> -. 

\ut uhW Lämgeneiiiheit der Feder entfallt eine Masse 

A1 « ** y n -rd* 

,y M-o,i s - 2 J- ,--• 

$*i di«e*r Gelegenheit seien des spateren Gebrauchs wegen noch 
iMUug* ttoai^un^en iwischen den Konstanten der Feder abgeleitet. Aas 

^ u*k1 v ^: 

| c l d i/lO*g g 1 rd 

*— v' fl &,-w-«>--V : s 

c — « f 32 • r G ' d« Ä «, * d« 

.. s .-. ; ii fp^^ <itl diese Formel nur dann, wenn die axial gertfb 
. v «u u vUo A**m* fiült; nur bei schwingenden Federn fld* 
. ^«* vcuuto ü#e* Voraussetzung bedenklich werden. 
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Die allgemeine Lösung der partiellen Differentialgleichung (2) 
wurde zuerst von d'Alembert angegeben in der Form 

(10) y = t\(x + *t)+U{x-at), 

worin f x und f t willkürliche Funktionen bedeuten; diese sind auf Grund 
der besonderen Bedingungen zu bestimmen, welchen die Endpunkte der 
Feder unterliegen. Außerdem ist noch der anfängliche Bewegungs- 
zustand der Feder von Einfluß auf die Gestalt dieser Funktionen. 

2. Bestimmung der Punktionen f\ und f% für vorgeschriebene Be- 
wegung und Kraftübertragung eines Federendpunktes. Praktische 
Brauchbarkeit der Lösung. 

Es sei ganz allgemein für den geführten Endpunkt der Feder (x = Zg) 
ein Bewegungsgesetz vorgeschrieben: 

und eine Kraftäußerung gewünscht: 

(11) S «S +*(')• 

Untersuchen wir, unter welchen Bedingungen eine Feder diesen Wünschen 
gerecht werden kann! Am Endpunkte x = l 2 zunächst sollte sich Glei- 
chung (10) zu der folgenden spezialisieren: 

(12) y - AR+ «'] + /tft- «<] - »(Oi 

aus (10) folgt weiter ganz allgemein: 

dy df x {x + at) df t (x-at) _ 1 rdfiix + at) _ df t (x-at) -\ 

a« Ä dx> "*" dx "«L dt dt y 

xmd für x — i, sollte werden [siehe Formel (1)]: 

da, *«) _ b- a.- - .. g - - : p^» - «v^. 

Da nun in den Gleichungen (12) und (13) nur noch t als einzige 
Variable vorkommt, so können wir die geraden d setzen and erhalten: 

(14a) f t ft + «0 - f t ft - «0 - <p(t) 

(Hb) -Ä<t±^_-/1A 7 .0._5^ (0 . 

Aus (14a) folgt durch Differentiation: 

df t (l % - at) dy® _ df t ft +_at) 
dt dt dt ~> 

und mit Einsetzen dieses Wertes geht (14b) über in: 

Zeitschrift f. Mathematik u. Phydk. 56. Band. 1908. Heft 4. 35 
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lern. 



und beschleunigt das mit der M. 
nach dem Gesetze 



_ r 



[i • dx 



oder, nach Gl. (1): 

und hieraus 

(2) 
worin 

(3) 



c- 



er- 



Zwischen der Federung f » 
Schraubenfeder mit Kreisquers« 

/•= 

wenn alle Größen in kg und 
wir für c die Bestimmungsgi« 



>m zusammensetst, so 
5rr C 9 den Wert des 
-icseoen, ohne der All- 
das Glaichungen- 



dt 



64 • n ■ > 



(4) 100 . 1 

Auf die Längeneinheit der 1 

<5) ß = 

Bei dieser Gelegenheit 
einige Beziehungen swiBcbr 
(4) und (5): 

(6) «=v;; = : 

wenn zur Abkürzung 
(7) x 1 =. T j 

gesetzt wird. Aus (4) « 

(8) • ; _ I 

mit Einfuhrung von 
(9) 



"dt, 



^ jx Linken Seite: 



dt 



dt. 

eiert das System (18) 
ett derselben bedingt 

Pnter. Vorläufig ist ^ 
: ankt gebunden. Soll 

* ird ij ■= 0, wenn wir 
rgen; i, vertritt dann 

t aufzufassen ist Die 




*9 = 
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1) Streng genommen 
Kraft auch wirklich in *1 i * - 
wenigen Windungen könnt' 






sobald 



.V » 



Von P. Fböhuoh. 387 

vi 7) würde dann: j 

a 

/;(«o-i»(«-i)-i7-/*(o-* 



i+i 



* — 

Gleichung spricht die Bedingung für die Existenz eines Knoten- 
ies aus, während diö einfache Vorschrift f x (f) = —/•,(—£) für den 
«senden Fall nicht zweckdienlich ist; wir benötigen eine Be- 
mgsgleichung zwischen den Funktionen g> und ty. 

•\. Partikuläre Iiösung der Punktionalgleichung (10) für die 

harmonische Bewegung des Federendpunktes. 
Wenn ein Körper vom Gewichte Q in harmonische geradlinige 
vingungen y = a-sin(©£) versetzt wird, so erfordert er zu seiner 
<.*gung einen Beschleunigungsdruck, welcher im Betrage 

B- 9. ! . _ _ 1 . m t . a . sin^^) « _ J . mi(at) 

dem Antriebmechanismus ausgeübt werden muß. Gegenstand der 
ariden Untersuchungen ist es nun, zu prüfen, unter welchen Be- 
dungen eine mit dem Körper gekuppelte Feder imstande ist, den 
gleich der Massendrucke zu übernehmen und den Antriebmechanis- 
;- (sowie den empfindlichen Tachometer bei Achsenregulatoren) des 
^mges zu entledigen. 

Diejenige Funktion y *= f t (x + at) +f % (x — at)> welche die Be- 
» icung der idealen Feder zum Ausdrucke bringt, würde folgende 
«.renschaften haben: 

1. Für x — müßte y jederzeit verschwinden; 

2. Für x =*l müßte y das Gesetz <p(t) =» a • sin (cot) befolgen; 

3. Für z = l müßte die veränderliche Kraftaußerung S — S + ip(t) 
•s Endpunktes, abgesehen von der konstanten Vorspannung, jederzeit 
.«n Betrag B — — B • sin (at) decken, dessen der schwingende Körper 
'i seiner Bewegung bedarf; die dritte Forderung lautet demnach: 



-1) *(o--«-[|g..---B.«ii(«o. 



26 • 



*ß& *~ i^ jm m U i' hmn 




+" ''**** mm* .« « yrlmug imr ?<»ier iärfte einen umgmhw » 

,^#n» M*V>n% l k* w+p t ; ' # wfef flu» | m Till 1 II Uli 

**y «-*«40»r#fi rfttttfe* nwilitiiBipf *nin 4er Teraaderiidien Aandi- 

r*4rraAi*%»i*fft r^r ?>rTrt#uaxDMxl ifizdeflL die Kompesamtion nickt 

># T.^f^ümiDaii er ^ftSOnng -ier Wandle 1 — 3 ist in der 
9* -nrWtCn»: wrr 
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Wir mat n -mLwma aäe ?*^ter *m£ «. o und £ gegeben; mithin 
m% di* 9*rt*r so zn ümeniwonifigpg» lad *ier Forderung (22) genügt wird. 
Mit Bertekai»hrigTing ier 'Heiemnsrai n md (8) lautet die Bedingung: 
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d* 



wenn d and r angenommen snd oder anderweitigen Forderungen zu 
entsprechen haben. Von den unendlich rielen Lösungen, welche die 
Arknsfdnktion liefert« wähle man diejenige mit dem kleinsten Absolut- 
werte: die Entscheidung fax größere Federlangen würde das Auftreten 
ron Knotenpunkten in der Feder rar Folge haben, wie in Abschnitt (5) 
dargelegt ist Wenn die Feder for eine bestimmte (normale) Perioden- 
zahl der Gleichung (22) entspricht, so wird bei Abweichungen von o 
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der Kompensationsdruck B solche Variationen erfahren, daß (22) immer 
befriedigt wird; es wird ein Ausgleich 

(24) S^.c-cotg^ 

zu erwarten sein. 

Ehe wir zur Auswertung der Festigkeitsbedingung schreiten, wollen 
wir für die eben besprochenen Fälle zunächst die Bewegungsgleichung 
ableiten; zu diesem Zwecke setzen wir in die Bestimmungsgleichungen 
(18) ein: 

9(0 = «- sin(cöJ), ^(tf)=- — l?«sin(0j) — — -^ • a> • cot(*^-Vsin(a>t); 

dann ist 

*•-:•/*(<) .^-ia.cot(^).co8J^(<-0); 

durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten ergibt sich 
nach gehöriger Reduktion: 






wahrend die Addition der Gleichungen nach Yertaaschong von — I 
gegen + l liefert: 






2 • Bin | 

Substituieren wir nun noch für die Argumente der Funktionen f t und /* s 
die Variablen (x + at) bzw. (x — at) f so bekommen wir nach leichter 
Reduktion die allgemeine Bewegungsgleichung der Feder: 

sin ( — x 1 
(25) y =■/;(* + «0 + /",(* - cct) - a • -A5L / . 8 in(a>*). 

-GH 

4. Dimensionierung der zu entwerfenden Feder. 

Nachdem wir die dynamische Bedingung in der Gestalt der Glei- 
chung (23) gefunden haben, werden wir jetzt noch die zulässige Torsions- 
beanspruchung k d in die Rechnung einzuflechten haben. Zwischen der 
Axialkraft P und der Torsionsspannung k d besteht die Relation: 
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Gleichung (1) auf die durch (25) ausgesprochene Bewegung angewendet, 
ergibt: 

a cos ( — • x) 

ein(-.l) 

und diese Beziehung sagt aus, daß die zusatzliche Kraft — c • || zwischen 
einem positiven und negativen Maximum 

(H 



COS 

(26) e .«.i._ 

sin 



(h 



periodisch verlauft; diese Amplitude wiederum weist ihren Größtwert 

dort au£ wo cos(— «J = 1 ist, also an der Einspannungsstelle (x = 0) 

der Feder. Setzen wir die durch die Vorspannung S geweckte Spannung 
gleich ä* , so wird 

16 r ^ a . /m A 16 r ■' 

■"(«-V 

mit Berücksichtigung von Gleichung (8) bekommen wir daraus die 
Festigkeitsgleichung: 

oder 

(27) — =- arcsin —jP — ^ • 

Nach GL (13) wurde die dynamische Bedingung erfüllt durch 

a>.l . a- ca c 
— =» arctg — 

Um beiden Anforderungen gerecht zu werden, vereinigen wir ihre Be- 
dingungsgleichungen und bekommen daher mit Bücksicht auf die Re- 
lation (8): 

o-ffl-x, d' , . 16*x,-a-a> 

_ . r* . - = tc arcsm — y~ — =--* , 

also 

(28) d-V^V-^-tgarcsin 1 -^-.^. 

Wenn die Feder ohne Vorspannung eingesetzt wird, wenn also k ver * 
schwindet, so sind alle Größen unter dem Wurzelzeichen bekannt dis 
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auf den RadiuB r der Schraubenlinie, über den wir noch freie Ver- 
fügung haben; im Interesse der Materialersparnis wähle man r so idein, 
als es konstruktive Rücksichten zulassen. Nachdem man sich über die 
Wahl von r einig geworden ist, berechne man d aus Formel (28) und 
n aus (23). Bei vorgespannten Federn setze man für k^ einen Schätzungs- 
wert ein, berechne provisorisch die Drahtstarke aus (28), bestimme die 
entsprechende Beanspruchung Jc und verfahre nötigenfalls nochmals in 
gleicher Weise unter Verwendung des korrigierten Wertes für A^ in (28). 
Die trigonometrische Funktion jg 

unter dem Wurzelzeichen belasse Fi * 8 * 

man aus später zu ersehenden 
Gründen. 

Auch eine graphische Lösung 
läßt das Problem zu. Man be- 
schreibe einen Kreis vom Radius 

OD (Fig.3) gleich 5000 • ^~(cm), 

trage die Ordinate 



CA 



5000 - a ~, a (cm) 




ein und ziehe den Strahl OA. 
Trägt man dann in beliebigem 
Maße auf CA die dritte Potenz 
des Durchmessers d auf, den I 
eine statische Feder zur Erzeu- 
gung von B bei der Spannung Je 
benötigen würde, so schneidet _ 
der Strahl OA' auf der im 
Punkte D gezogenen Kreistangente den Kubus des dynamischen Feder- 
drahtdurchmesBers in gleichem Maße ab. Die Windungszahl ist abefr 

nach (23) zu berechnen. In A OD erscheint der Winkel % = arctg a -^~ f 

S • «t 

welcher charakteristisch für das Verhalten der Feder ist Formel (28) 
besagt, daß eine Lösung nur dann realisiert werden kann, wenn 



*£' 



(30) 



k =* k d — k ö > • x s • a - cd 



ist. Für Stahlfedern lautet diese Vorschrift; 

* > 360 • a • cd . 

Bei der Wahl der Federlänge l, welche in den Endresultaten nicht 
vorkam, hat man der Gefahr Rechnung zu tragen, daß die Windungen 
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infolge der inneren Bewegung der Feder zusammenschlagen Diea« 
Befürchtungen werden am ehesten dort gerechtfertigt sein, wo der rer- 
anderlrehe Neigungswinkel der Seh rauben teder gegen die Zylinderachs* 
den Größtwert erreicht; Ort und Zeit für das Eintreffen dieser Krise 
sind durch das Maximum von 



cos 



äiut iai) 



gekennzeichnet, und dieses Glied gipfelt mit iot) = — = n und 2 ? — Q 
in dem Werte: m ^ 



Betrachtet man die Steigung der Schraube in der nächsten Umgebung 
des gefährdeten Punktes als konstant, so nähern sich zwei benachbarte 
Windungen um den Betrag 



Soll dann der Sicherheit wegen immer noch ein Spalt d cm bleiben, 
so ist der in Mittelstellung befindlichen Feder eine Länge einzuräumen: 



(31) 



I 



&* + d et 

100 ^~ . fm ; 



100 ^ am x 



5. Variation des Federhubes und der Pariodensahl. 

Im folgenden sollen die Abmessungen der Feder als unveränderlich 
gegeben angesehen werden; ein. Endpunkt sei wiederum an der Be* 
wegung verhindert, während der andere dem Sinusgesetze gehorcht 

Wächst bei konstanter Winkelgeschwindigkeit der Federhub 
«o nimmt proportional hiermit auch der Kompensationsdruck zu nach 

Formel (24); da nun der zu vernichtende Beschleunigungsdruck m 

gleichfalls mit a in linearem Verhältnis steht, so ist die Kompensation 
für jeden Federhub eine totale , sobald nur das System für die be- 
treffende Winkelgeschwindigkeit ^abgestimmt" ist. 

Anders sind die Verhältnisse bei Variation der Tourenzahl* Die 
Funktion , m 

a c \ a) 

v. -— 



ts ( m i) 



Von P. Fröhlich. 395 

(OL 24) läßt leicht die Abhängigkeit des Kompensationsdruckes von 

der Periodenzahl erkennen; sie besagt, daß derselbe mit wachsender 

Tonrenzahl abnimmt, während die Massendrucke mit dem Quadrate der 

Winkelgeschwindigkeit ansteigen. Der Forderung (6) in Abschnitt (3) 

kann also keinesfalls genügt werden. Der Ausdruck für x ist um so 

bestandiger, je kleiner 

ml . 16 • x« • a* g> 

— = 1 — arcsin — ^ — T x , 
a * n .(k d — k )> 

die „dynamische Charakteristik" der Feder, ist. Das einzige Mittel, 
sich gegen die störenden Einflüsse veränderlicher Tourenzahl zu schützen, 
besteht demnach in der Wahl eines großen Wertes für k d . 

Die Diskussion der Gleichung für x liefert, wenn wir, vom Ruhe- 
zustande beginnend, o einen größeren Bereich durchlaufen lassen, fol- 
gendes Ergebnis. Für o = nimmt x den einer statischen Feder ent- 
sprechenden Betrag an. Mit wachsendem © erfährt x eine Abnahme, 

um für o « ~ zu verschwinden ; Fall der Resonanz. Nach Über- 
schreitung der Resonanz wird x negativ, um mit a = ' über alle 

Grenzen zu wachsen; auch für die Elongationen sämtlicher Feder- 
elemente mit Ausnahme des Anfangs- und Endpunktes ergeben sich 
unendliche Werte, weshalb wir hier von einer „kritischen Tourenzahl" 
sprechen können. Geht man über die kritische Tourenzahl hinaas, so 

wird x wieder positiv; an der Stelle x — — '- tritt jetzt ein Knoten- 
punkt in der Feder auf, welcher bei weiterer Steigerung der Winkel- 
geschwindigkeit in der Richtung nach dem Einspannungspunkte zu 

wandert. Mit © = -^ • — \ ist x wieder verschwunden, ein neuer Fall 

2 1 ' 

der Resonanz eingetreten. Ein weiteres Anwachsen von o führt bei 

9* . et 

Y~ em ® zweite kritische Tourenzahl herbei, und so wiederholt sich 

das Spiel immer wieder von neuem; die Resonanzerscheinung wechselt 
immer mit einer Krise, die jedesmal einen neuen Knotenpunkt mit sich 
bringt. Es ist nicht uninteressant, sich den Verlauf des x in Funktion 
von cd zu veranschaulichen. 

6. Allgemeine Bewegungsgleichung der Feder, deren Endpunkt 
zwangsläufig nach dem Sinusgesetze bewegt wird. 

Wir hatten gefunden, daß sich die Funktionen f x und f t der all- 
gemeinen Gleichung 

y — t\( x + at ) + f%( x — «0 
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ans dem Bewegungsgeeetze (p(t) und der Kräftefiinktion ^(t) des swang- 
ttnfig geführten Endpunktes mit Hilfe der Relationen (18) in Erfah- 
rung bringen lassen. Die Bedingung f&r einen festen Anfangspunkt 
lautete jedoch 

(i9) ^-i) +9 (# + i) +5 -yVco-^-o; 



l-I 



der Bewegungsgsgleichung 

q>(t) = a • sin(© • t) 
war das Gesetz 

1>(t) a a c • cd • cotg(^-) • sinfaO 

zugeordnet. Nach (18) konnten dann aus diesen beiden Gesetzen die 
Funktionen f x und f % bestimmt und zu der partikularen Losung vereint 
werden. 

Es drängt sich nun die Frage auf, ob denn mit dieser Funktion 
il>(t), welche f&r unseren praktischen Fall erwünscht war, die Möglich- 
keit zur Befriedigung der Gleichung (19) erschöpft ist. Wie eine 
nähere Betrachtung ergibt, bedeutet es keinen Verstoß gegen die Vor- 
schrift (19), wenn ^(£) um die Ableitung irgend einer Funktion mit 

2 • l 

dem Periodizitätsmodul vermehrt wird; wir schreiben also sym- 

bolisch: 
(32) t(t) - - ~ • cd • cotg ±J- sin (a> + f ' n u\ (0 - 

Später werde ich darlegen, daß in der Gleichung (32) tatsächlich 
die allgemeine Lösung zum Ausdrucke gebracht wird; zunächst wollen 
wir uns aber gleich unsere neue Entdeckung zunutze machen, indem 
wir die allgemeine Funktion ty in die Bestimmungsgleichungen (18) ein- 
setzen, welche ergeben 

/i(0-i- sin («,-*-') 

+ * ■ "-/["«' ■ ro ■ ^ • dn ( B - f (??) (o] • dt. 

2 8m u') 



-*: •&(!£); (+«-o-fg)W], 
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« , )-+r^|T ) He')-»eo] 



3 • sin 



+i -%)« ( -'-°- f e) (0) ] 



and daraus durch Addition 

ain|— x\ 
f t (x + ai)+f t (x-at)-y-a-- -£-(- sin(a><) 

-i--*[f(g-l;(«*+*-o-fg^(«'-«-o]- 

Zweckmäßig führen wir eine neue Funktion F ein, durch die De- 
finitionsgleichung: 

wonach F die Eigenschaft hat 

also den Periodizitätsmodul (22) besitzt. Um nun in der so entstan- 
denen Gleichung 

sin/ — .«J -8in((öt) 

(33) y - a . Vc ' - - + F m (at + *-!)- ^»(«tf - * - 0, 
rin(-.|) 

die allgemeine Lösung des Problems zu erkennen und gleichzeitig neue 
wichtige Relationen zu gewinnnen, wollen wir y zerfallen in: 

sin ( — • x ) • Bin (co t) 
(34a) fc— -" *' ! 

(34b) y t = F m (at + x - l) - 2^ (** - * - J 

Zur Zeit * =* liege der Endpunkt der Feder in der Mittellage; 
im allgemeinen Falle ist der augenblickliche Bewegungszustand durch 

die Lage y und die Momentangeschwindigkeit (-£) samtlicher Feder- 
elemente bestimmt. Wenn nun die partikulare Bewegung \(jf % \ 9 (]ff) 1 
abtrahiert wird, so möge noch bleiben 



1 
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Aus Rücksichten des stetigen Zusammenhangs der Feder werden dann 
<P(x) und W(x) für x = und x — l verschwinden, können also in 
eine Fouriersche Reihe verwandelt werden, welche im Intervall 
b<x<l und an dessen Grenzen Gültigkeit hat; das Ergebnis der Trans- 
formation laute 



(35) 



(%)o - *(*) - 2 a « • sin (n • » • *) 

«s= 1 



Wir versuchen nun, aus der Lösung (34 b) auf die allgemeine Kate- 
gorie (35) zu kommen, welche jeden denkbaren Anfangszustand auszu- 
sprechen vermag. Der Periodizitatszeiger (21) werde fortgelassen und 
den endgültigen Formeln wieder beigefügt. Aus (34b) folgt 



dt 



a '[ ! dt 

und daraus für t — 0: 

fiy t \ JdF it {x-t) 



dF(at + x — t) dF(at—x—l) 



+ 



dt 



ff».« 



L 



dx 



+ 



dF^A-x-T) 



dx 



]- 



(36) 

(37) (y,) = F<n(* - l) - F 9 t (- x - Q; 

da nämlich die Zeit konstant ist, wurden in (36) die geraden d gesetzt. 

Aus (37) ergibt sich durch Differentiation und Einsetzen in (36): 



&).-»•■■ 



d F(x - 
dx 



a dx > 



also 



(38a) 



(38b) 



X 

Fm (x - 1) - 2 x a f(%) 9 *x + {- (y t \ 

x 

**«-*-*>-£.• fem** -*<*). 



Diese Beziehungen lehren, F zu finden aus dem anfanglichen Bewegungs- 
zustande [(y,) , \*n 1; Bedingung ist aber, daß derselbe beide Glei- 
chungen (38) erfüllt, und, daß nach Ausführung der Integration wirk- 
lich eine Funktion mit dem Periodizitatsmodul (21) erscheint. Diesen 
Forderungen entsprechen nun die ganz allgemeinen Funktionen 0(x) 
und W(x) in (35); wir bekommen nämlich aus (38): 

^(x-0-/--j 5 3.-8in(». Ä f).^ + }.3,.sm(«*.*), 



F(x-t)-- 



l 

ianit 



2ßn • COs(n • Jt • *) + 'i 2«n ■ sin (» • » • *) • 
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Vertauschen wir x mit (— x), so ändert sich das Integral nicht; der 
rechte Summand ändert sein Vorzeichen, genau so wie es Gleichung 
(38 b) verlangt. Zugleich erkennen wir die Periode (21) in der rechten 
Seite, und damit ist erwiesen, daß in Gleichung (33) tatsächlich die 
allgemeine Lösung enthalten ist. 

Unter Vernachlässigung der Dämpfung würde nun die Bewegung 
und Kraftäußerung der Feder abhängen von den Bedingungen, unter 
welchen die Feder in Bewegung gesetzt wurde. Mag aber die Dämpfung 
noch so klein sein, so läßt sie doch alle Bewegungen abklingen, die 
nicht immer von neuem eingeleitet werden. Gleichung (25) besagt, 
daß bei der harmonischen Bewegung irgend ein Massenpunkt die Be- 
wegung mit derselben Periodenzahl ausführt wie der angetriebene End- 
punkt; diese Schwingungen werden also, wenn auch etwas verwischt 
durch die unvermeidliche Dämpfung, stets aufrecht erhalten werden. 
Die Zeitdauer T, während deren die Funktion 

y% — F d o(<** + * - ~ F {%t) (at -x — X) 

alle Bewegungsphasen durchläuft, bestimmt sich aus 

a(t + T) + x-l=*at + x — 1+21 zu T= 2 -*. 

x ' OL 

Die Periodenzahl . , mit der die Phasen der Zusatzfunktion y t durch- 
laufen werden, ist in der Regel von der des zwangläufig bewegten 
Punktes * verschieden. Haben die Periodenzahlen " 7 und - ö - keinen 

gemeinsamen Teiler, so werden sich die Bewegungen niemals wieder- 
holen; ist Dämpfung vorhanden, so erlischt die Zusatzbewegung, und 
es bleibt die partikuläre Lösung (25). 

Auch für beliebige periodische Zwangsbewegung des einen Feder- 
endpunktes läßt sich die Lösung des Problems angeben; man führt an der 
periodischen Bewegungsfunktion des Endpunktes die harmonische 
Analyse aus und leitet so die Aufgabe auf die Sinusbewegung zurück. 
Die Addition der Grundfunktionen ergibt die resultierende Bewegung 
und Kraftäußerung. Für die Berechnung von Federn, welche den 
Kraftschluß von schnell bewegten, gesteuerten Ventilen vermitteln, 
könnte dieses Verfahren gelegentlich Verwendung finden. 

7. Experimentelle Prüfung der Ergebnisse für die harmonisohe 

Bewegung. 

Wenn bei einer Kompensationsfeder der Ausgleich ein vollkom- 
mener ist, so werden von dem Antriebsmechanismus auf die bewegte 
Masse keine Kräfte mehr übertragen; diese wird also, einmal in har- 
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monische Schwingungen vorsetzt, in der eingeleiteten Bewegung ver- 
harren, wenn von der verhältnismäßig geringen Dämpfung abgesehen 
wird. Hierin bietet sich eine Gelegenheit zur Prüfung der voraof- 
gegangenen Theorien. Beobachtet man; die Schwingungszahl v der 
Feder, an welcher der Reihe nach verschieden schwere Körper Q auf- 
gehängt sind, so kann man die Winkelgeschwindigkeit © — 2 • v • x 

sowie den Massendruck B = — • a>* • a berechnen und mit dem durch 

9 

Formel (24) angegebenen Kompensationsdrucke vergleichen. 

Als Versuchsobjekt diente eine Feder mit den Daten r = 4,5 cm, 
d « 0,3 cm, n = 17£ ~ 18. Die mit 0.7 kg belastete Feder erfuhr eine 

Verlängerung von 102 mm, sodaß y — 0,7 : 0,102 — 6,85 folgt. Auf 

die Längeneinheit der Feder entfallt (in Achsrichtung gemessen) eine 
Masse 

A1S 8,14' 7,86 17,88 4,6-0,8* ,0284 

(l - U,l - ~- • — - t - -j- ; 

mithin wird: 

r~!>7 = 15 ' 5 ' i~ 2 > 26 - 

Aus diesen Daten errechnet sich 

die Charakteristik zu % — 360 - cd : (^ - 2n - 3,71 • a> (Gradmaß), 

der Kompensationsdruck K = -^- cot y — ^r^ cot % . 

In der folgenden Tabelle sind die Versuchsergebnisse enthalten 
und der Beschleunigungsdruck dem berechneten Kompensationsdrucke 
gegenübergestellt. 
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Mit Rücksicht auf die verhältnismäßig ungünstigen Versuchs- 
bedingungen ist das Ergebnis durchaus befriedigend. Außerdem mag 
hier die Bemerkung Platz finden, daß eine geringe Abweichung in der 
(beobachteten) Winkelgeschwindigkeit <o große Differenzen zwischen 
dem beobachteten und berechneten Massendrucke mit sich bringt; eine 
geringe Korrektion von & würde beide Ergebnisse zur Deckung 
bringen. 

8. Eigenbewegungen der Feder unter verschiedenen Bedingungen. 

Wir hatten in Abschnitt 5 erkannt, daß bei gesteigerter Perioden- 
zahl der nach dem Sinusgesetze zwangläufig bewegten Feder die Kraffc- 

äußerung am geführten Endpunkte nachläßt, um mit ra = *^ voll- 
ständig zu verlöschen; demnach spricht das Gesetz 

y = a • sin ( ~ • xj -sin (wt) 

eine Möglichkeit für die Eigenbewegungen der Feder aus; die Zeit- 
dauer eines Doppelschwunges berechnet sich zu 

(41) T-- 4 ' 1 



a 



Die Bewegung ist tautochron. 

Es bedarf kaum der Erwähnung, daß sich je nach den Anfangs- 
bedingungen die Eigenbewegung der Feder in der mannigfaltigsten 
Art abspielen kann. Mit der Beweisführung, daß das Integral (33) tat- 
sächlich die allgemeine Lösung der harmonischen Zwangsbewegung dar- 
stellt;, hatten wir gleichzeitig in den Beziehungen (38) Mittel und Wege 
gefunden, das Verhalten der Feder bei willkürlich gegebenen Anfangs- 
bedingungen einer weiteren Betrachtung zu unterziehen. Es steht nun 
frei, das Integral y x in Gleichung (34) unberücksichtigt zu lassen, 
d. h. von der Zwangsbewegung abzusehen, und die unter verschiedenen 
Umständen eingeleitete Bewegung der sich selbst überlassenen Feder 
zu betrachten. Bedingung für die Benutzung der Relationen (38) waren 
aber Stetigkeit uud Verschwinden der Funktionen und W an beiden 
Endpunkten. Um diesen Forderungen gerecht zu werden, denken wir 
unsere Feder durch Ansetzen eines „Äquivalentes" von der Länge l 
auf 2 • l gleich L gebracht und wenden auf diese Ersatzfeder die Re- 
lationen (38) an, in denen wir l durch L ersetzen. Die Anfangsbedin- 
gungen der parasitischen Hälfte sind denen des reellen Teiles so an- 
zupassen, daß die freien Endpunkte beider gleiche Schwingungs- 
bewegungen ausführen ohne mechanisch gekuppelt zu sein. Wenn nun 
zur Zeit £ = die spezifische Dehnung irgend eines Elementes x 
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Fig. 4. 




gleich der spezifischen Zusammendrückung des „spiegelbildlichen" Ele- 
mentes (L — x) ist (Fig. 4), wenn ferner zu Anfang die Geschwindig- 
keiten entsprechender Elemente gleiche Größe und Richtung haben, 
so müssen aus Symmetriegründen spiegelbildliche Punkte [spiegel- 
bildlich auf die span- 
nungslose Mittellage 
bezogen] gleiche Be- 
wegungsgesetze befol- 
gen, sodaß die bei- 
den freien Enden stets 
einspielen, ohne einen 
Zwang aufeinander 
auszuüben. 

Nach diesen Vorbe- 
reitungen können wir 
die Eigenbewegungen 
einer Feder ergründen, welche, am einen Ende fest eingespannt; aus 
dem Zwange einer statischen Federung plötzlich befreit wird. Die 
momentane Entlastung werde zur Zeit £ = vorgenommen; als Buhe- 
lage werde aber diejenige bezeichnet, welche von der spannungslosen 
Feder eingenommen wird. Für den Zeitanfang ist (y,) — #(#) — f • • 

die Gleichung für die Ausweichungen der Federelemente; mit Einfüh- 
rung der ideellen Länge L wird daraus 

[gültig von A bis C Fig. 4], und der Verlauf der Funktion <& wird 
durch einen gebrochenen Linienzug AGB repräsentiert. Die Funktion 
^(x), welche die Geschwindigkeit zum Ausdrucke bringt, ist null zu 
setzen. Der erste Schritt, welcher zur Ausbeute der Gleichungen (38) 
führt, besteht in der Entwicklung der Funktion # in eine Fouri er- 
sehe Reihe: 



*(*) - 2 A n- *™( n ' * -|); 



nach dem bekannten Verfahren findet man 



S.f 



sin(n.f), 



(42) 



., . 8-f . n-x S-f . 3xx , 



also 
IL 

26 w* 



sin 



6 ni 



Da W(x) verschwindet, so haben wir nach Gleichung (38): 
F(x-t)-t'*(z), F(-x-l) !*(*), 
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also: 

y — F{at + x - L) - F(at - x - L) 

+ sin £(« — «0} + »{ sin X^ + «O + ^x^"""^}""""] 
(43) y « -^/ • j sin ar ~ • cos -^ af — y,flin 3» • ^ • eos-^-at 
+ ^ sin 5ä • L - cos -£-«<••• 

Hierin ist bereits das allgemeine Gesetz der Eigenbewegung ausge- 
sprachen; die Schwingongsdaner ist T = — — , also die nämliche 

wie bei der Sinnsbewegnng. Setzen wir zur Abkürzung — — Ä, so 
bekommen wir die Beschleunigungsfunktion durch zweimalige partielle 
Differentiation der Gleichung (43) zu: 



,_?»y «iZ 



dt* 






x n . . „ x 3« . 

sin« • y- • cos -j- • r — sin 0% • L ■ cos -^- c 



+ sinoor • ^ • cos -, • t 



•]. 



eine Reihe, die für den Endpunkt x -> 2 =- — besonders einfach wird, 
nämlich: ^ 

8./T 



' ' cos ^ • * 



Fig. 5. 



8« . 
+ COS -£- • tf 

6» 



+ cos -£■ • tf + — • i • i\ . 




Für 

< = 0und<-iT = i *Ä 

* a 

ergibt sich hieraus p^ — 00 
bzw. + 00; wenn das Ar- 
gument t von oder h 
verschieden ist, nimmt die 
Reihe für p unbestimmte ^ 
Form an. Um zunächst die 
Progression zu untersuchen, welche mit dem m-ten Gliede an endlicher 
Stelle abbricht, tragen wir (Fig. 5) in einen mit dem Radius 

OA-\L 
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beschriebenen Kreis die Sehnen 

AA X — A^A^ — A^A^ • • - — -^ r 

ein, welche den Zentriwinkel 2y = ^ • t einschließen; die Reihe 

x 8 • / 

S m ^-^r [cosy + cos3y + cosöy f- cos (2 m — l)y] 

kann alsdann dargestellt werden durch die Projektion des Vektors AA m 
auf die Kreistangente AX, also: 

S m - OA • sm(2m - y) «-^ • -^t,-^- 
Die Beschleunigung des bewußten Federendpunktes befolgt also das Gesetz 

(44) A--lim^ V h } 



*»(H 



Diese Gleichung besagt, daß der Federendpunkt sich so verhält, als 
wenn er einer wechselnden Beschleunigung unterläge, welche in un- 
endlich kleiner Zeit sämtliche Phasen einer Sinusfunktion mit der end- 

4 • f 

liehen Amplitude — — - durchläuft. Um die Frage nach der Be- 

*...in(J.*) 

wegung des Endpunktes zu erledigen, müssen wir eine ganze Periode 
des Beschleunigungsvorganges in ihrer Wirkung auf den Endpunkt 
untersuchen. Der Zähler in (44) benötigt zum Durcheilen einer Periode 
die Zeitdauer ö = — Zu irgendeiner Zeit t 7 welche nicht in unmittel- 
barer Nahe der Umkehr-Zeitpunkte liegt, habe das Argument 2 • w • ^ . t 

ein Vielfaches von 2x erreicht. Die jetzt einsetzende Beschleunigungs- 
periode von der Zeitdauer d werde in zwei gleiche Zeitintervalle I und 
II (Fig. 6 b) zerlegt, welche sich über den positiven und negativen 
Impuls erstrecken; in Fig. 6 sei der Verlauf der Zähler- und Nenner- 
funktion graphisch veranschaulicht. Über die Geschwindigkeitszunahme 
dv x durch den positiven Impuls wissen wir 

2 m 

./ 8in(2.f» - t)dt 

zu sagen. Die Abnahme (— dv t ) der Geschwindigkeit durch den 
zweiten Impuls wird sein 

(-*o>»!i'i — ! — 



*l(«+3 
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Die resultierende Geschwindigkeitszunahme wird also im Höchstfalle 
den Betrag 

*•/ r i 1 -1 *•/ ""GH 

h • m . » . (n \ . n / , Ä\ 



dv « 



1 ä 8 " 



MH 



** 



erreichen; die „durchschnittliche" oder „wirksame" Beschleunigung in 
bewußtem Intervall würde sich durch Division mit der Zeit d ergeben, 



Fig. 6. 




in welcher der Geschwindigkeitszuwachs erfolgt ist. Da nun d eine 
verschwindende Größe ist, so verschwindet auch die „wirksame" Be- 
schleunigung 

Dort, wo sin (y • n von Null verschieden ist, kann also keine Ge- 
schwindigkeitsänderung stattfinden; jeder GeBchwindigkeitsimpuls [im 
Sinne der Fourierschen Reihentheorie] wird durch den nächstfolgenden 
wieder vernichtet. 

Diese Schlüsse verlieren ihre Kraft, sobald der Nenner gegen die 
Null konvergiert, also in der Nahe der Zeitpunkte t =» und t =~h 
[+ 2 - k - *]. Die Gleichung (44) 



— lim 






sin 



-»•(H 
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wird die Vorgänge an den Umkehrpunkten beleuchten. In Fig. 6 a 
und c ist zu erkennen, daß zu den kritischen Zeitpunkten Zähler and 
Nenner gleichzeitig ihr Vorzeichen wechseln und dadurch zwei Impulse 
in additivem Sinne aufeinanderfolgen lassen, welche sich in anderen 
Fällen vernichtet haben würden. Um diese qualitativen Ergebnisse auch 
rechnerisch ausbeuten zu können, müssen wir wissen, wie weit sich 
denn das Gebiet r derjenigen Wellen erstreckt, deren Periode von Ein- 
fluß auf die Geschwindigkeit ist. Der Schluß, daß sich die Impulse der 
benachbarten Züge (abc) und (cde) verzehren müßten, ist wegen der 
Unbestimmtheit des Symbols <x> — <x> unzulässig. Anderseits wissen 
wir aber, daß r sich nicht über ein endliches Gebiet erstrecken kann, 
denn an den Grenzen eines solchen würde die Nennerfunktion nicht 
verschwinden. Um hierüber Aufklärung zu bekommen, erinnern wir 
uns, daß beim Durchlaufen einer vollständigen Periode dem Endpunkte 
ein Geschwindigkeitszuwachs 

A . COR (-;- • t) 



'*--■». 



-GF-) 



zuteil wurde. Der Zeitpunkt, welcher den Geschwindigkeitszuwachs 
einer vollen Periode unendlich klein von zweiter Ordnung werden laßt, 
sei um ±r gegen die Umkehrzeitpunkte (<=»0) bzw. (t^h) verschoben; 
da r auf alle Fälle unendlich klein ist, so können wir schreiben 

cos(|.t)-1, s in(£.T)-£.T, 
und finden aus der Beziehung , 

die Bedingung d • f yj = <x> . Da nun d unendlich klein ist, so muß 

r unendlich groß sein, woraus wiederum folgt, daß d gegen % ver- 
schwinden, also unendlich klein von zweiter Ordnung sein muß. In 
jedem Zeitelemente durchläuft demnach die Zählerfunktion unendlich 
viele Perioden. 

Nunmehr können wir den Geschwindigkeitszuwachs für die Zeit- 
punkte 0, T, 2T . . . berechnen und finden: 

/' /\in( 2 ** t) 

4 V -J P . d t--*£fj v , t •"' 
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Die Substitution 2 • % • -j- • t — # führt uns auf 






denn es ist: -v- • r 



dv 



= 00; also bekommen wir: 



ääJ fr 



Da die auf den Zeitpunkt — angewendete Integration den entgegen- 
gesetzten Wert liefert, so wird die Geschwindigkeit selber die Hälfte 
des Geschwindigkeitszuwachses ausmachen, d. i. mit Einsetzung von 



V-\ 






Wir sind damit zu dem interessanten Ergebnis gekommen, daß sich der 
Federendpunkt mit konstanter Geschwindigkeit auf- und abbewegt. 

Nach dem nämlichen Verfahren wollen wir die Bewegungen er- 
forschen, die der in ~ befindliche Punkt ausführt. Aus der allgemeinen 

Bewegungsgleichung folgt für x = — : 



17 = 



8-f 



[-sin(f^) + isin(^7) + |sin(¥.^...], 



Durch Zerlegung in 4 Unterreihen und Differentiation ergibt sich daraus: 



P = 



8/ 



*.*-y2' 



— cos -j- • t — cos 9 y • f — cos 17 -r- • t - 



+ cos3 -r • ^ + cos 11 -j- • ^ + cos 19 -T- • £ • • • * • i 
+ cosö -j- • f + cos 13 -j- - 1 + cos21 -j- -t - - - i - i 
> — cos7 -,-•* — cos 15 ~ • < — cos23 ![-•<•••»•£ 

A A A 



Jede der 4 Unterreihen hat die Form [y ~ r * gesetzt! : 
S - ± Fcob (y„ + 8m . y) - ± lim ^"±^- r] ' "■ ( 4m ? + *> 

m = m = 8 Bin*/ 



Setzt man der Reihe nach y — y, y =» 3y, y « 5y, y — 7y ein 
und addiert, so ergibt sich nach gehöriger Vereinfachung 

_ »iXL/. 8in[8(m + l)y] 
* "* Ä" sin4y 



sin(2y) • siny 
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Da sich m als unendlich von zweiter Ordnung offenbarte, so besagt der 
gefundene Ausdruck, daß eine Integration über einen Geschwindigkeits- 
impuls nur dann ergiebig sein kann, wenn der Nenner die Null durch- 
schreitet, also in der Nähe der Stationen y = 0, y = ~> 7 Ä ir > 
y — \it usw., welche der Reihe nach zu untersuchen sind. 

1. y = 0. In unmittelbarster Nähe von (y = 0) kann siny durch 
y ersetzt werden, so daß sich ergibt; 

p—^^-t •■in[8(» + i)y]; 

wenn aber der Momentanwert von p schon verschwindet, so wird das 
vom Integralwerte um so mehr gelten, so daß zurzeit (t = 0) eine Ge- 
schwindigkeitsänderung nicht stattfindet; der Federendpunkt verharrt 
in Ruhe. 

2. y = -r, $ = -*-. Die Funktionen sin (2 y) — 1 und siuy = — ^ 

sind im Integrationsgebiete als konstant zu betrachten, während sin (4y) 
maßgebende Variationen erfahrt. Ersetzen wir t durch — + tf, so geht 
die Formel für den Momentanwert der Beschleunigung über in 

P~~ X» * 

*•■?■•* 
n 

Die Geschwindigkeitsänderung ergibt sich durch Integration über das 
maßgebende Gebiet von —% bis + t, also: 

+t 

— * 

oder, mit .Einführung von & — -^ (m + 1) • t : 



*~±äf/r •'•--¥• 



Ä 



3. y = «*- > t = -j. * Eine Änderung findet hier nicht statt 

4. ysj», J =«| * *• Ersetzen wir y durch -rTfA + <], so wird: 



+ TT 



mi[8(« + l)-f ■*] 



8 
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Diesem Werte waren wir schon unter (2) mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen begegnet; die Geschwindigkeitsändenmg betragt demnach + ~ , 
es tritt wieder eine Ruhepause ein. 

Hiermit ist nun auch der Charakter der Bewegung ergründet: der 
mittlere Federpunkt schwingt mit der nämlichen Geschwindigkeit auf 
und nieder wie der freie Endpunkt; in der höchsten oder tiefsten Lage 

h T 

angelangt macht er aber auf die Dauer — — — Station. 

Um endlich auch die Bewegung des beliebigen in - befindlichen 

Federpunktes zu erkennen, erinnern wir uns aus der Theorie der schwingen- 
den gespannten Seile, daß der Parameter a in der Differentialgleichung (2) 
die räumliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines Bewegungszustandes 
bezeichnet. Übertragen wir auch die Reflexion der Wellen auf die 
Feder, so können wir die Bewegungen auf zwei Stoßimpulse zurück- 
führen, welche in der auf L = 2 l ergänzten Feder hin- und herlaufen, 
und zwar stets mit gleicher Absolutgeschwindigkeit in entgegengesetzter 
Richtung. Der eine Impuls hat die Eigentümlichkeit, dem jeweils er- 
haschten Elemente einen Geschwindigkeitszuschlag in seiner Kursrichtung 
zu erteilen, während es in der Natur des andern liegt, jedem auf seiner 
Reise angetroffenen Federpunkte einen Geschwindigkeitsstoß entgegen 
der eigenen Fahrtrichtung mitzugeben. Der Treffpunkt beider Läufer 
liegt an dem Endpunkte der reellen Feder; da jeder Impuls sein Spiel 
unabhängig vom andern treibt, so muß dieser Endpunkt einen Stoß 
von doppelter Wirkung erleiden. Hieraus ist nun zu schließen, daß 

ein in — befindlicher Federpunkt nur so lange Zeit in fortwährender 

2 • / 

Bewegung bleibt, als der Läufer zum Durcheilen der Strecke - - be- 

2 • l T 

nötigt, das wären also — ä q~ Sekunden; die Ruhezeit beträgt 

~~ • -=r Sekunden, 
n 2 

9. Prüfung der Eigenschwingungen durch den Oszillographen. 

Die Einrichtung des Oszillographen, welcher zur Untersuchung der 
Eigen bewegungen der Feder diente, ist folgende. Ein mit Ruß an- 
geschwärzter Papierstreifen ist über eine vertikale drehbare Trommel 
und über eine mit Schwungrad versehene Walze gespannt, welche, durch 
eine Handkurbel in Drehung versetzt, dem Streifen eine gleichförmige 
Bewegung erteilt. Senkreckt zur Translationsrichtung des Papierstreifens 
bewegen sich die drei Stifte des Schreibapparates, welche an dem End- 
punkte je eines Drahthebels befestigt sind. Die von verschiedenen 
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Punkten der Feder abgeleiteten Bewegungen werden durch Fäden den 
Schreibhebeln mitgeteilt, welche vermöge feiner Torsionsspiralen einen 
sanften Zug auf die Fäden ausüben und so deren Bewegungen folgen 
können. Durch die Wahl verhältnismäßig langer Hebel wurde eine 
wenigstens angenäherte Geradftihrung realisiert; die Masse des Schreib- 
zeuges war so gering, daß sie auf die Federschwingungen keinen Ein- 
fluß ausüben konnte. Wenn nun die Kurbel gedreht wird, während die 
Feder Schwingungen ausführt, so zeichnen die Schreibstifte die Be- 
wegungen der Feder in der Koordinatensprache auf und führen sie dem 
Beobachter weiß auf schwarz vor Augen. 

Um nun die im vorigen Abschnitte entwickelten Theorien einer 
Prüfung zu unterziehen, wurde die Feder mittels eines axial am End- 
punkte angreifenden Fadens gespannt. Nachdem der Papierstreifen in 
Bewegung versetzt war, wurde der Faden plötzlich durchschnitten, und 
auf diese Weise der gewünschte Anfangszustand herbeigeführt. Nach 
beendigtem Versuche wurde das Ergebnis durch eine Lösung von 
Schellack in Spiritus fixiert. Tafel I enthält das Resultat von fünf ver- 
schiedenen Versuchen. Fig. 1 zeigt die Bewegungen des Endpunktes; 
deutlich sind besonders zu Beginn des Versuchs die Spitzen an den 
Umkehrpunkten zu erkennen. Infolge der Unvollkommenheit des Schreib- 
apparates erschienen nicht Linien gleichen Anstiegs sondern ein Kom- 
plex von schwach gekrümmten Kurven. In den Fig. 2 und 3 nehmen 
wir außer dem Diagramm des Endpunktes die gleichzeitigen Schwin- 
gungen des mittleren Federpunktes wahr. Die Züge (4) und (5) wurden 
eingepflügt durch einen Schreibstift, welcher die Bewegungen des in 

befindlichen Punktes mitmachte; die kleinen Schwingungen, welche 

die Ruheperiode stören, führe ich auf Resonanzerscheinungen am Auf- 
hängepunkte zurück. Trotzdem ist der Charakter der Kurven un- 
verkennbar. 

10. Gedämpfte Federschwingungen. 

Die ideelle Feder, welche Gegenstand der voraufgehenden Unter- 
suchungen war, schwingt unaufhörlich, denn die Energie Wandlungen, 
welche in einem Austausch zwischen potentieller und kinetischer 
Energie bestehen, finden nur innerhalb der Feder statt. Die unver- 
meidliche Luftdämpfung bildet nun die Hauptursache des Abklingens 
der Federschwingungen und läßt eine Aufnahme in die Rechnung 
als wünschenswert erscheinen. Sie führt sich ein in die Rechnung 
durch das Gesetz 

dP = k • v • dx, 
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worin P der Luftwiderstand in kg, 

v die Geschwindigkeit in m/sec, 

dx die Länge eines Federelementes, in Achsrichtung gemessen, 
bezeichnen. 

Auf ein Element dx wirken unter den gemachten Annahmen in 
der (+ #)-Richtung die Kräfte: Spannkraft, Bremskraft und Zusatzkraft 
(Coriolis), so daß sich die Gleichgewichtsbedingung ergibt: 

demnach lautet die Differentialgleichung der gedämpften Federschwin- 
gungen: 

(4S\ *. d - y + fc.^- c .^. 

V°> ** dt* + Ä dt ~~ C dx* 

Wir erforschen, unter welchen Bedingungen durch die Kombination 

(46) y — 0(ß)[A • sin (yt) + B • cos (yt)~\ [C • sin (dx) + B • cos(*a:)] 

eine partikuläre Lösung, nämlich diejenige geschaffen werden konnte, 
welche der harmonischen Bewegung entspricht. Durch eine physikalische 
Betrachtung läßt sich für die Dämpfungsfunktion eine Funktional- 
gleichung anschreiben, aus der sich <P(t) als Exponentialfunktion zu 
erkennen gibt. Die Konstanten der so entstandenen Gleichung 

(47) y - et%A - sin(y*) + B • cos(y*)] W ' sin(tftf) + B . cos(tfs)] 

sind nun der Differentialgleichung (45) anzupassen; als Bedingungs- 
gleichung ergibt sich: 

[-BkY-2'B-ßy'li + Akß + A p/J*— An.y*-A'Cd*]-Bm(yt) 
+ [Aky+2-A-ßy.p + B.k-ß + B.p-ß*-B-p-y 2 + B-c>d^.cos(yt) 

= 0. 

Dieser Forderung wird jederzeit genügt werden, wenn die Klammer- 
ausdrücke verschwinden, und dazu ist nur notwendig: 

(48) k + 2-ß.p-O, /J-- 2 ~, 

(49) kß + p-ß'-p.f + cö'-o, r-Y*-P-i\l)'- 

Eine mögliche Schwingung von praktischer Bedeutung ist diejenige, 
welche aus der allgemeinen Lösung (47) hervorgeht durch die Speziali- 
sierung 

B = 0, D = 0, C-l f 
also: 

(50) y = Ae *" • sin (yt) • sin (dx). 
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Die Dämpfung wird ganz besonders dann zu berücksichtigen sein, wenn 
es sich um die Untersuchungen von Eigenschwingungen handelt; diese 

sind dadurch charakterisiert, daß die Kraft c • JL am freien Endpunkte 

verschwindet. Demnach muß für die harmonische Eigenschwingung (50) 

<J « (2n + 1) • ^ sein, so daß nach Formel (49) wird 

(51) y-^T^^f^f. 

Ist die Feder frei von Knotenpunkten, also n = 0, so befolgt sie das 
Bewegungsgesetz 

(52) y^Ä.e-^.s^Y^'-^f.t].^.,) 
und benötigt zum Durchlaufen aller Phasen eine Zeit 

(53) - *'" 



VWr)'-(If 

also auch die gedämpften harmonischen Schwingungen sind isochron, 
jedoch hängt die Schwingungszeit vom Dämpfungsfaktor ab. 

Wenn — ^ % • ( y j wird, so wird T imaginär; die Bewegung hört 

auf, eine oszillatorische zu sein. Um auch für diesen Fall zu einem 
brauchbaren Ergebnis zu gelangen, greifen wir zurück auf die Glei- 
chung (47), setzen darin 

A= 9 * , -B 

2 • p - y • t 

und bekommen unter Berücksichtigung der Eulerschen Relationen 

(54) y -2»..-i' , |-_±_ T( /._ e -^ +i( /<_ e -,' ] . sin g . x ). 

dem Zeitpunkte t = entspricht dann nämlich der Zustand 

(55) *=„-*• sing-*), ß£ =o ~0, 

der uns von der harmonischen Schwingung her bekannt ist. Mit der 
Gleichung (54) sind wir zu einem Ergebnis gelangt, das uns in ähn- 
licher Form schon in der Elektrizitätslehre gelegentlich der Entladung 
von Kondensatoren begegnete: Ist die Dämpfung gering, nämlich 
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Je et 

— < x • j, so findet eine oszillatorische Energieentfaltung statt, während 

k et 

bei starker Dämpfung, d. i. — ^ % . -.- die Energieabfuhr durch einen 

kontinuierlichen Energiestrom bewerkstelligt wird. 

Der durch die Gleichungen (55) gegebene Anfangsznstand wird nun 
bei Eigenschwingungen kaum vorkommen; vielmehr ist es die Auf den 
Zeitnullpunkt angewendete Gleichung (43) 

w = 

welche im Verein mit der Beziehung (JA = den Zustand einer 

statisch gespannten Feder im Augenblicke der Freilassung ausspricht. 
Nun können gedämpfte Schwingungen, deren Dämpfungswiderstand der 
Geschwindigkeit proportional ist, superponiert werden, denn die Brems- 
kraft ist gleich fc-^(ör). Demnach würde eine mögliche Eigen- 
schwingung unter dem Einflüsse der Dämpfung das Gesetz befolgen: 

statt der Funktionen sin können auch die mit willkürlichen Koeffizienten 
behafteten Komplementärfunktionen gesetzt oder in beliebiger, durch 
Addition vermittelter Kombination hinzugefügt werden. Unter diese 
Kategorie zahlt auch die Funktion: 

(5«) ,-¥-'~ ii ''2& : &.-*F-& a -']>< 

x [ 2 .-*. y n • 8ü» (y. • + cos (y. • t)] , 

MV«* +»•■.'.(;)'- (ff). 

welche die wünschenswerte Eigenschaft besitzt, daß zur Zeit £ = alle 
Düferentialquotienten nach t verschwinden und daß durch y eine sta- 
tische Durchfederung ausgesprochen wird. Die Feder wird also die 
Bewegungsstadien durchlaufen, die durch Gl. (56) vorgezeichnöt sind; 
jeder Bewegungszustand wird durch eine Fouriersche Reihe mit dem 
Argumente x repräsentiert, kann aber — selbst abgesehen von dem 
Einflüsse des Dämpfungsgliedes — nur einmal und nie wieder erreicht 
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werden, weil die Koeffizienten y^ mit denen die Zeitargumente behaftet sind, 
n nicht als Faktor enthalten, also keine arithmetische Progression bilden. 
Wenn die Dämpfung gering ist, so kann in .(56) das Sinusglied 
vernachlässigt werden; entwickelt man ferner y n nach dem binomischen 
Lehrsatze und vernachlässigt die kleinen Großen höherer Ordnung, so 
bekommt man: 

(57) »-5-.' fe "-2 s !ri ,r ».--F ! * Jte -]x 



ln + 1) 1 
» = o 



X COS 



(2n + l) 



\2fJ 



2 l (2n+l)». 



IJ 

Aus dieser Gleichung ist zu ersehen, daß die Dämpfung eine Phasen- 
verschiebung der einzelnen Wellen gegenüber denen der ungedämpften 
Feder mit sich bringt, um so mehr, je niedriger die Ordnungsziffer n 
der Grundschwingungen ist. Nun kann der Knick in dem Federdiagramm 
nur durch die Grundkurven höchster Ordnung gebildet und demnach 
erst nach geraumer Zeit verwischt werden. Im Vergleich zur wider- 
standsfreien Schwingung werden die gedämpften Wellen nacheilen, um 
so mehr, je niedriger ihre Ordnung ist. Die Folge davon wird ein 
Wandern der Spitze relativ zur Hauptwelle sein; der Knick wird zeit- 
lich in der Bewegungsrichtung des Papierstreifens fortschreiten. 

IL Experimentelle Untersuchungen über den Einfluß der Dämpfung. 

Aus Tafel II Abb. 1 ist das Gesetz zu entnehmen, nach welchem 
die Schwingungen einer realen Feder in der Luft abklingen, welche aus 

dem Zwange einer statischen Durchfederung plötzlich befreit wurde. 

k 
Da das Dämpfungsglied — außerordentlich gering war, so konnte eine 

wesentliche Änderung in dem Charakter der Bewegungen nicht wahr- 
genommen werden; wenn trotzdem die letzten Wellenzüge ein ver- 
ändertes Gepräge zeigen, so hat sich wohl bei den geringen Kraft- 
wirkungen der kleinen Schwingungen die Schreibstiftreibung geltend 
gemacht. Die Eigenschwingungsdauer betrug 60 : 232 = 0,259 Sekunden. 
Durch die Kulminationspunkte der ersten und hundertsten Welle ließ sich 
eine Exponentialkurve f=f - e" QfiU%t hindurchlegen. Es war 
bei der ersten Schwingung f = 25 m/m 

nach 50 Schwingungen, t = 12,95 sec, fa — 14,1 berechnet, beob. 14,0 
„100 „ , * = 25,90 sec, £00 = 8,0 m/m „ , „ 8,0 

„150 „ , *- 38,85 sec, f M = 8,9 m/m „ , „ 8,5 

von hier ab verursachte die Schreibstiftreibung erhebliche Fehler. 
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Um auch das Wandern der Spitze experimentell zu prüfen, wurden 
die Schwingungen der unter Wasser aufgehängten Feder aufgenommen. 
Abb. 2 auf Tafel II zeigt das Ergebnis zweier Versuche. Die Kurven, 
welche infolge der Kreisbewegung des Schreibstiftes nach links zu 
konvex sind, werden im Verlaufe der Zeit flacher, um schon nach der 
fünften Schwingung unverkennbar ihre Hohlseite nach links zu kehren, 
eine notwendige Folge der Wanderungen, welche die Spitze in der Be- 
wegungsrichtung des Papierstreifens unternimmt. 

Ich schließe meine Betrachtungen mit dem Wunsche, daß ich dem 
technischen Physiker mit dem ersten Teile der Arbeit ein brauchbares 
Werkzeug in die Hand gebe, daß der Theoretiker beim Studium der 
unstetigen Schwingungen einige Anregung finden möge. 



GenauigkeitsnDtersüchung 
über Messungen an einer Dampfturbine. 

Von R. Schumann in Aachen. 

1. Herr Rötscher teilt in seiner Dissertation: „Versuche an einer 
2000-pferdigen Riedler-Stumpf-Dampfturbine" 1 ) u. a. auch ZahlentabeUen 
aus einer Reihe von Versuchen mit, durch die die Wirkung hydraulischer 
Bremsen auf Gang und Leistung einer solchen Turbine ziffernmäßig 
dargestellt wird. Als Beziehung zwischen der minutlichen Umlauf- 
zahl n, dem Durchmesser D der Bremsscheibe einerseits und der Anzahl N 
der erzielten Pferdestärken (PSe) andererseits wird angenommen 

durch graphischen Ausgleich wird für den als konstant angenommenen 
Exponenten x der Zahlenwert 2 • 66 gewonnen, während der Faktor C 
noch weiter in der Form . angesetzt wird, wo nun y und A als 
Eonstante angesehen werden, die ähnlich wie oben zu ermitteln sind. 

Inbezug auf die Ergebnisse sei verwiesen auf S. 33 — 36 und 
S. 56 — 59 der genannten Arbeit, und inbezug auf die Wirkungsweise 
solcher Bremsen außerdem auf die beiden weiter unten angegebenen 
Aufsätze in der Zeitschrift des Vereines Deutscher Ingenieure. 

Es sei erlaubt, im folgenden auf rein redmerischem Wege jener 
Beziehung zwischen n und N nachzugehen, und zwar so, daß für ver- 

1) Vergleiche auch die ausführlichere Veröffentlichung desselben Verfassers 
unter dem gleichen Titel in Band 61 der Zeitschrift des Vereines Deutscher In- 
genieure, Hefte 16, 17, 18. Die Dissertation ist 1906 in Berlin erschienen. 
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schiedene Bremsscheibendurchmesser, Dampfdrücke und Stellungen des 
den Wasserzufluß im Bremsgehäuse regulierenden Schiebers solche 
Werte von C und x ermittelt werden, für die die Summe der Quadrate 
der Unterschiede zwischen Rechnung und Beobachtung so klein als 
möglich wird; dabei gilt n als fehlerlos gemessen, N als beobachtet 
und darzustellen. 

2. Um in Kürze den Gang der Rechnung zu kennzeichnen, sei 
folgendes bemerkt. 

Ist m die Anzahl der Messungen einer Gruppe, so lauten die Be- 
ziehungen zwischen n und N 

N t =*C-n*, t-l...m.' 

Diese m verschiedenen Gleichungen mit zwei Unbekannten C und 
x können im allgemeinen nicht nebeneinander bestehen; drückt man 
die Fehlerhaftigkeit der darzustellenden, beobachteten Größen N i da- 
durch aus, daß man ihnen vorläufig unbekannte Verbesserungen v i zu- 
fügt, so erhält man das System sogenannter Fehlergleichungen 

C -n* = Ni + v i} i =* 1 . . . m ; 

es ist also: Rechnung minus Beobachtung = C- n? — N 4 =* v { . Im 
allgemeinen ist es zweckmäßig, solche transzendenten Gleichungen zum 
Zwecke der Ausgleichung auf lineare Form zu bringen, indem man 
sich Näherungen C und x verschafft und Verbesserungen dC und dx 
berechnet, so daß für die definitiven Werte C= G + dC und x =■ x + dx 
die Quadratsumme v* + v\ + - • • + v^ = [vv] 1 ) ein Minimum wird (Aus- 
gleichung A). Im vorliegenden Falle ist diese Art nicht vorteilhaft 
wegen der starken Änderung der Größe n x bei Änderung von x selbst; 
die Ausgleichung müßte mehrmals wiederholt werden, bis die Rechnung 
zum stehen kommt. 

Es ist bequemer, die allgemeine Gleichung zunächst zu logarith- 
mieren: + B + X .\ %ng - l gNi _ v ' if 

wo # = lgC und v'i eine Verbesserung von lgN { bedeutet; verlangt 
man dann, daß [v'v'~\ = Minimum wird, so erhält man für g und x 
die Normalgleichungen 

^^^ - - + m .8 + [lg»] • ar - [lg.Y], 

«j£3 - - + [lgn] • * + [lg» lg»] • x - [lgJngn]. 



1) Die eckige Klammer soll, wie üblich in der AusgleichungBrechnung, auch im 
folgenden zur Abkürzung bedeuten: Summation über sämtliche Indices; also 
[ab] = a^ + a f b, + • • • + a m b m . 
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Hieraus ergeben sich x und z, damit C und aus den Fehler* 
gleichungen v\ bis v' m (Ausgleichung B). 

Drittens kann man die Fehlergleichung in der Form logarithmieren 

beachtet man, daß die v kleine Größen den N gegenüber werden, so 
erhält man durch Entwicklung der rechten Seite nach Taylor: 

+ jr + *-lg» < -lgÄi + ^-«i, wo M= 0.43429... 

der Modul des natürlichen Logarithmensystems ist. Aus der Forde- 
rung [vv] =» Minimum erhält man jetzt die Normalgleichungen (Aus- 
gleichung G): 

+ [NN] -e + [N* lgn] . x - [N* IgN] - 0, 
+ [N* lgn] -m + [N* (lgn)'] • x - [N* IgN lgn] - 0. 

Die Ableitungen der Rechenkontrollen, der „Gewichte" und der 
„mittleren Fehler'' von C und x mögen* hier übergangen werden, ebenso 
einige unwesentliche rechnerische Umformungen der Fehlergleichungen, 
die man zweckmäßiger Weise vor Beginn der Rechnungen vornehmen 
wird, um auf kleinere Koeffizienten und kleinere absolute Glieder zu 
kommen; dies betrifft namentlich die rechnerisch zunächst recht unbe- 
quemen Normalgleichungen G. 

Die Messungen mit den Scheiben D = 800 mm und 900 mm 
wurden nach Ausgleichung B, die für D — 910 nach C und die für 
D = 1000 nach B und C vorgenommen; mit Rücksicht auf die Größe 
der mittleren Fehler von C und x können die geringfügigen Verschieden- 
heiten infolge anderer Ausgleichung hier übergangen werden. 

Die vereinzelt stehenden Versuche Nr. 34, 35, 58, 85, 138 r 
153 — 56, 172, 173 konnten vorläufig noch nicht mit verwendet werden; 
dies geschieht besser erst dann, wenn die eine oder andere Unbekannte 
schon anderweit gefunden worden ist. 

3. Scheibe D = SOG mm. Der Anblick der Spalten n und PSe 
auf S. 56 der Rötscherschen Dissertation lehrt, daß erst für die 
Schieberstellungen 3 — 8 j- Gang sich allenfalls gleiches N für gleiches 
n ergeben werde, für weniger Gange sicher nicht. Demgemäß wurde 
zunächst für die Versuche Nr. 26 — 57 ein x und ein C angenommen 
und berechnet, nachher aber versucht, auch Nr. 1 — 25 durch die so 
gewonnene Formel darzustellen; es fand sich 

(7- + 0.00079, *-±1.783 

± 13, ± 24 
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wahrend die (der Einfachheit wegen gruppenweise gemittelten) Unter- 
schiede zwischen Beobachtung und Rechnung lauten: 





Tabelle 1. 






Nr. des 


Öffnung des 


^"beob. — 


Versuchs 


Wassenchiebers 


-ftbttMhn. 


1— 6 


l|Gang 


- 295 PSe 


7—12 


2 


-203 


13—18 


2f 


-119 


19-25 


2* 


- 66 


26—33 


n 


- 13] 




36—43 


3 


+ 5 




44—51 


H 


+ 12 


' aus 


52—57 


4 


+ 26 J 





ausgeglichen 



Dem gesetzmäßigen Verhalten dieser Unterschiede nach ist ent- 
weder die Form des Gesetzes für N unzureichend, oder es äußert sich 
der Einfluß einer oder mehrerer nicht mit angesetzter Veränderlicher; 
deshalb wurde weiter für jede Schieberstellung je ein C und ein x er- 
mittelt. Die konstante Gangzahl jeder Gruppe, die Drucke p in Atmo- 
sphären, Umlaufzahlen n, Anzahl der abgelesenen Pferdestärken -*Yb©ob., 
die der (mit Hilfe der durch Ausgleichungen gewonnenen C und x) be- 
rechneten Pferdestärken N** x ., sowie die Unterschiede im Sinne eines 
Überschusses der beobachteten über die berechneten Pferdestärken findet 
man in folgender Zusammenstellung: 



Nr. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 



Gang 



H 



V 

3.5 
4.0 
4.0 
4.5 
5.0 
5.5 



1820 
2160 
2200 
2585 
2785 
2985 



Tabelle 2. 

-N"b«ob. 

343 PSe 

464 
479 
603 
692 
809 



-NW 
345PSe 
459 
473 
620 
703 
789 



Rest 

- 2P8e 

+ 5 
+ 6 
-17 
-11 
+ 20 



7 


4.5 


2010 


483 


491 


- 8 


8 


4.2 


1840 


428 


428 





9 


2 5.0 


2280 


605 


596 


+ 9 


10 


5.5 


2540 


716 


704 


+ 12 


11 


6.0 


2920 


864 


873 


- 9 


12 


6.4 


3035 


923 


927 


- 4 
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Nr. 


Gang 


p 


n 


-^b«ob. 


*„„. 


Best 


13 




4.5 


1835 


486 


488 


- 2 


14 




5.0 


2110 


594 


599 


- 5 


15 


H 


5.5 


2320 


687 


690 


- 3 


16 




6.0 


2515 


793 


777 


+ 16 


17 




6.5 


2715 


886 


869 


+ 17 


18 




7.0 


3060 


1012 


1037 


-25 


19 




5.0 


1900 


541 


541 





20 




5.5 


2070 


627 


620 


+ 1 


21 




6.0 


2270 


715 


718 


- 3 


22 


H 


6.5 


2485 


813 


830 


-17 


23 




7.0 


2685 


942 


939 


+ 3 


24 




7.5 


2870 


1050 


1045 


+ 5 


25 




8.0 


3010 
1890 


1133 


1127 


+ 6 


26 




5.0 


543 


549 


- 6 


21 




5.5 


2050 


684 


630 


+ 4 


28 




6.0 


2180 


705 


698 


+ 7 


29 


H 


6.5 


2360 


797 


798 


- 1 


30 




7.0 


2525 


902 


894 


+ 8 


31 




7.5 


2710 


998 


1007 


- 9 


32 




8.0 


2900 


1109 


1128 


-19 


33 




8.5 


3045 


1240 
518 


1225 
527 


+ 15 


36 




5.0 


1845 


- 9 


37 




5.5 


1990 


597 


602 


- 5 


38 




6.0 


2145 


683 


686 


- 3 


39 


3 


6.5 


2300 


795 


776 


+ 19 


40 




7.0 


2485 


915 


888 


+ 27 


41 




7.5 


2635 


1002 


984 


+ 18 


42 




8.0 


2860 


1118 


1136 


-18 


43 


• ■ 


8.5 
5.0 


3035 
1840 


1230 
511 


1261 


-31 


44 


526 


-15 


45 




5.5 


1970 


588 


593 


— 5 


46 




6.0 


2120 


701 


676 


+ 25 


47 


H 


6.5 


2295 


788 


778 


+ 10 


48 




7.0 


2450 


883 


875 


+ 8 


49 




7.5 


2645 


1002 


1001 


+ 1 


50 




8.0 


2825 


1120 


1126 


- 6 


51 




8.5 


3000 


1231 


1252 


-21 
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Nr. 


Gang 


P 


n 


*i»ob. 


*b«. 


Rest 


52 




5.0 


1845 


525 


536 


-11 


53 




6.0 


2125 


700 


688 


+ 12 


54 


4 


7.0 


2445 


895 


882 


+ 13 


55 




8.0 


2780 


1114 


1107 


+ 7 


56 




8.5 


2950 


1228 


1229 


- 1 



57 8.8 3035 1272 1293 -21 

Die C (in Einheiten der 5. Dezimale) und x der acht Gruppen 
nebst ihren mittleren Fehlern sind: 

Tabelle 3. 

Gang C x 

lf + 119+49 +1.675 ±0.053 

2 + 392 ± 105 + 1.543 ± 0.034 
2± + 758 ± 281 + 1.473 ± 0.047 
2j- + 313 + 67 +1.598 ±0.027 
2f +170± 36 +1.682 + 0.027 

3 +101+ 39 +1.750 + 0.049 
3± +84+ 30 +1.776 + 0.047 

4 +88+27 +1.772 + 0.040 

Der mittlere relative Fehler eines C ist durchschnittlich + 0,3^ 
also recht groß; vorwegnehmend sei hier schon bemerkt, daß G sich 
durchweg als recht unsicher ergibt. Wie nachher näher gezeigt wird, 
besteht bei dem vorliegenden Problem eine Besonderheit; infolgedessen 
ist auf die Bestimmung von C wenig Wert zu legen, während die 
übrig bleibenden Unterschiede zwischen Rechnung und Beobachtung 
gar nicht oder doch sehr wenig von jener Besonderheit betroffen werden, 
hierüber vergleiche den 4. Abschnitt. Der mittlere Fehler einer 
Messung, oder der der Bestimmung eines N*«*. ergibt sich zu 

]/ 89 ™ >-PSe = ±lbPSe: hier ist 8975 die Quadratsumme der 55 

V 66 — 16 

Reste der Tabelle 2, und 16 = 2 x 8 die Anzahl der ermittelten Un- 
bekannten C und x. 

Während die Reste für die Gänge lf bis 2\ regellos verlaufen, 
zeigen sie bei den drei letzten Gängen gesetzmäßiges Verhalten, das 
vielleicht mit der Druckänderung (Spalte p) zusammenhängt. 

C und x zeigen Änderungen nach dem Gang; indessen ist auch 
zu beachten, daß sich gleichzeitig zeilenweise das Druckgebiet ver- 
schiebt, denn es wachsen die Drucke 







Von R. 


SCHUMAHH. 




für 


Gang 


• lf von p « 3.5 


bis 5.5 


» 


ff 


2 


„ 4.5 


„ 6.4 


n 


ff 


H 


„ 4.5 


„ 7.0 


ff 


ff 


2| 


„ 5.0 


ff 8.0 


ff 


ff 


21 


n 5.0 


ff 8.5 


ff 


ff 


3 


„ 5.0 


ff 8.5 


ff 


yf 


3i 


„ 5.0 


„ 8.5 


ff 


ff 


4 


n 5.0 


ff 8.8; 
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eine solche äußerliche Verquickung ist der Bestimmung ungünstig. Sie 
könnte übrigens wohl durch entsprechende Anordnung der Messungen 
beseitigt werden. 

Es wurde sodann noch der Versuch gemacht, x für alle Gruppen 
konstant, C allein als veränderlich anzusehen. Man findet x — + 1.665 
± 0.020, während die 8 C sind 



für 


Gang 1* : 


0.00129, 


für 


Gang 


2|: 


0.00194, 






2 : 


153, 






3 : 


197, 






2{: 


171, 




. 


11 • 


199, 






2j: 


185, 






4 : 


203. 




aitti 


eren Fehler der G 


sind 


hier 1 


venia 


r von einander 


ver- 



Die 
schieden; der relative mittlere Fehler ist gleich ± | . Der mittlere 

Fehler einer Messung wird l/~ ü?? 6 P£e =» -j- 20PSe; da also die 

° r 65 — (i + 8) - 1 - ' 

Darstellung schlechter geworden ist, so muß man die Verschiedenheit 
der x unter den Gruppen als begründet ansehen. Es wird deshalb hier 
wie weiterhin davon abgesehen, auf die Ergebnisse der Rechnungen 
mit gleichen x für alle Gruppen einer Scheibe im einzelnen einzugehen; 
nur erwähnt sei, daß die Reste der Gruppen: Gang lf bis 2\ und 
die der Gruppen: Gang 3, 3J-, 4 dieselbe Verschiedenheit in ihrem Ver- 
halten zeigen wie vorhin. 

Scheibe D = 900 mm. Die Rechnung verläuft wie vorhin; nur er- 
geben sich die Resultate unsicherer, da weniger Beobachtungen auf 
die einzelnen Gruppen entfallen. Dabei ändern sich auch hier die Be- 
reiche des Druckes zugleich mit denen der Schieberstellungen, was wie 
oben schon erwähnt, die Trennung von Fehlerquellen erschwert. Die 
folgende Tabelle entspricht Tabelle 2. 

Tabelle 4. 

* -tfbeob. 

1335 238 PSe 

1480 293 

1620 357 

1710 421 

27* 



Nr. 


Gang 


p 


59 




3.0 


60 


H 


3.5 


61 




4.0 


62 




4.5 



**m. 


Reste 


235PS« 


+ 3PSe 


297 


- 4 


365 


- 8 


412 


+ 9 
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fkeitoantei 
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Nr. 


Gang 


P 


n 


•^beob. 


Ntor. 


Reste 


63 




4.5 


1590 


397 


396 


+ 1 


64 


i* 


5.0 


1700 


479 


481 


- 2 


65 




5.5 


1790 


560. 


558 


+ 2 


66 




6.0 


1860 


623 


623 

602 





67 




6.0 


1780 


602 





68 


2 


6.5 


1860 


675 


672 


+ 3 


69 




7.0 


1942 


740 


748 


- 8 


70 




7.5 


2005 


814 


809 


+ 5 


71 




7.5 


1940 


790 


789 


"+ 1 


72 


H 


8.0 


2002 


850 


852 


- 2 


73 




8.6 


2095 


960 


953 


+ 7 


74 




9.0 


2160 


1023 


1028 


- 5 


76 




9.0 


2120 


1010 


1007 


+ 3 


76 


3 


9.5 


2195 


1090 


1095 


- 5 


77 




10.0 


2260 


1177 


1176 


+ 1 


78 




10.5 


2330 


1269 


1267 


+ 2 


79 




10.5 


2315 


1262 


1260 


+ 2 


80 




11.0 


2385 


1332 


1339 


- 7 


81 


4 


11.5 


2460 


1435 


1426 


+ 9 


82 




12.0 


2555 


1528 


1540 


-12 


83 




12.5 


2615 


1618 


1614 


+ 4 


84 




13.0 


2710 


1740 


1737 
889 


+ 3 


86 




8.0 


2075 


886 


- 3 


87 


4 


6.0 


1740 


598 


595 


+ 3 


88 




3.0 


1062 


193 


193 






Die C (hier in Einheiten der 8. Dezimale) und die x sind: 

Tabelle 5. 



Gang 


C 


X 


H 


+ 1938 


+ 2.267 ± 0.132 


H 


+ 23 


+ 2.888 ± 0.030 


2 


+ 509 


+ 2.484 ± 0.100 


»i 


+ 715 


+ 2.446 ± 0.076 


3 


+ 847 


+ 2.428 ± 0.063 


4 


+ 17169 


+ 2.041 ± 0.046 


4 


+ 2398 


+ 2.282 + 0.014 



Der durchschnittliche relative Fehler eines C ist ±0.4; der mittlere 
Fehler einer Messung ist y äQ—\i^Se } also hier nur ± IPSe. 
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Scheibe D «= 1000 mm. Hierbei ist günstig, daß die Drucke sich 


über ein großes Gebiet erstrecken; allerdings sind nur Messungen bei 
2 Schieberstellungen vorhanden. Die Ergebnisse (nach Ausgleichung G) 
sind: 

Tabelle 6. 


Nr. 


Gang 


P 


n 


■Nboob. 


-Nb«. 


Beste 


89 




3.0 


930 


171 PSe 


180 PSe 


- 9 PSe 


90 




3.6 


1005 


212 


219 


- 7 


91 




4.0 


1110 


273 


281 


- 8 


92 




4.5 


1165 


312 


318 


- 6 


93 




5.0 


1250 


380 


379 


+ 1 


94 




5.5 


1315 


429 


431 


- 2 


95 




6.0 


1380 


485 


486 


- 1 


96 




6.5 


1450 


547 


550 


- 3 


97 


1* 


7.0 


1500 


603 


599 


+ 4 


98 




7.5 


1560 


671 


661 


+ 10 


99 




8.0 


1630 


742 


738 


+ 4 


100 




8.5 


1695 


810 


814 


- 4 


101 




9.0 


1745 


877 


875 


+ 2 


102 




9.5 


1800 


946 


946 





103 




10.0 


1835 


1010 


993 


+ 17 


104 




10.5 


1885 


1063 


1063 





105 




11.0 


1945 


1150 


1149 


+ 1 


106 




11.5 


1985 


1213 


1210 


+ 3 


107 




12.0 


2065 


1314 


1336 


-22 


108 


4 


5.0 


1180 


359 


365 


- 6 


109 




6.0 


1306 


473 


474 


- 1 


110 




7.0 


1405 


577 


574 


+ 3 


111 




8.0 


1510 


700 


692 


+ 8 


112 




9.0 


1610 


814 


818 


- 4 


113 




10.0 


1695 


937 


936 


+ 1 


114 




11.0 


1780 


1070 


1062 


+ 8 


115 




11.5 


1835 


1143 


1150 


- 7 


116 




12.0 


1870 


1211 


1207 


+ 4 



Die Unbekannten C (in Einheiten der 7. Dezimale) und x sind: 

Tabelle 7. 
Gang C x 



H I +64 ±20 

4 ! +37 ±14 



+ 2.509 ± 0.041 
+ 2.602 ± 0.050 
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Der mittlere Fehler einer Messung ist ]/ PSe = ± 8 PSe. 

Scheibe D — 810 mm. Die Messungen dieser Reihe bieten ein be- 
sonderes Interesse dar, weil hier, im Gegensatz zu den drei früheren 
Scheiben, der Druck konstant gehalten und die Schieberstellung ge- 
ändert wurde. Um aber doch mit den früheren Scheiben vergleichen 
zu können, habe ich die Reihe 810 zweimal, und zwar in verschiedener 
Anordnung ausgeglichen. 

Erstens wurden die Beobachtungen gleicher Schieberstellung aus 
den verschiedenen Gruppen zusammengenommen; es ergibt sich die den 
früheren Tabellen 2, 4, 6 analoge 









Tabelle 8. 






Nr. Gang 


P 


n 


-#b«ob. 


JW 


Beste 


117 


3.0 


1687 


288 PSe 


323 PSe 


— 35 PSe 


123 


4.0 


2067 


433 


454 


-21 


129 1{ 


5.0 


2488 


625 


622 


+ 3 


136 


6.0 


2880 


837 


794 


+ 43 


143 


7.0 


3340 


1033 


1020 


+ 13 


157 


8.0 


3840 


1263 


1289 


-26 


118 


3.0 


1434 


236 


250 


-14 


124 


4.0 


1873 


382 


405 


-23 


130 2 


5.0 


2240 


557 


557 





137 


6.0 


2670 


780 


765 


+ 15 


144 


7.0 


3020 


995 


957 


+ 38 


158 


8.0 


3500 


1218 


1247 


-29 


119 


3.0 


1380 


225 


237 


-12 


125 


4.0 


1660 


338 


336 


+ 2 


131 


5.0 


2173 


552 


559 


- 7 


138 2-J- 


6.6 


2560 


758 


766 


- 8 


145 


7.0 


2920 


978 


979 


- 1 


159 


8.0 


3134 


1162 


1123 


+ 39 


164 


9.0 


3514 


1372 


1393 


-21 


120 


3.0 


1360 


220 


236 


-16 


126 


4.0 


1653 


342 


343 


— 1 


132 


5.0 


2093 


538 


534 


+ 4 


139 3 


6.0 


2570 


760 


789 


-29 


146 


7.0 


2870 


977 


970 . 


+ 7 


160 


8.0 


3080 


1141 


1107 


+ 34 


165 


9.0 


3460 


1360 


1381 


-21 
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Nr. Gang p n -Nb«ob. JV«*,. Reste 

121 3.0 1327 215 217 - 2 

127 4.0 1680 352 343 +9 

133 5.0 2100 528 529 - 1 

140 ^ 6.0 2550 747 773 -26 

147 7.0 2870 968 973 - 5 

161 8.0 3080 1151 1114 +37 

166 9.0 3420 1354 1370 -16 

l22 BX) _ 134Ö 217 224 - 7 ~ 

128 4.0 1620 334 323 +11 

134 5.0 2087 530 525 + 5 

141 4 6.0 2548 740 774 -34 

148 7.0 2880 972 979 - 7 

162 8.0 3060 1142 1101 +41 

167 9.0 3440 1362 1379 -17 



135 




5.0 


2120 


538 


532 


+ 6 


142 


4± 


6.0 


2560 


758 


772 


-14 


149 




7.0 


2880 


972 


968 


+ 4 



150 


10.0 


3600 


1545 


1587 


-42 


151 


8£ 7.0 


2840 


984 


996 


-12 


152 


10.0 


3450 


1510 


1458 


+ 52 



Die Unbekannten C (in Einheiten der 6. Dezimale) und x sind: 

Tabelle 9. 
Gang C x 



1* 


+ 1193 


+ 1.683 


2 


+ 520.0 


+ 1.800 


H 


+ 262.6 


+ 1.897 


3 


+ 285.7 


+ 1.889 


H 


+ 180.4 


+ 1.947 


4 


+ 211.1 


+ 1.927 


H 


+ 183.5 


+ 1.943 


H 


+ 173.4 


+ 1.958 



Man erkennt, daß die Reste größer sind als früher, der mittlere 
T / 2323Ö 

Fehler einer Messung ist 1/ 7ß^_rjß PSe = ± 28 PSe; demgemäß werden 

such die mittleren Fehler der Unbekannten größer, der rechnungsmäßige 
mittlere Fehler eines C ist durchschnittlich ebenso groß wie C selbst; 
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der relative mittlere Fehler eines x ist hier im Durchschnitt ±_ £, dabei 
stimmen aber die x der vier loteten Schieberstellungen gut unter sich. 
Zweitens wurde bei Scheibe 810 jede Grtippe konstanten Druckes' 
für sich ausgeglichen, also in der Folge und Zusammenfassung, wie 
beobachtet ist. Die Ergebnisse sind: 

Tabelle 10. 



Nr. 


Gang 


P 


n 


•Nboob. 


JVb«. 


Reste 


117 


1* 




1687 


288 PSe 


288.0 PSe 


0.0 PSe 


118 


2 




1434 


236 


235.8 


+ 0.2 


119 


2| 


3.0 


1380 


225 


224.9 


+ 0.1 


120 


3 




1360 


220 


221.0 


-1.0 


121 


H 




1327 


215 


214.3 


+ 0.7 


122 


4 
1* 




1340 
2067 


217 


217.0 


0.0 


123 


433 


430.3 


+ 2.8 


124 


2 




1873 


382 


388.2 


-6.2 


126 


n 


4.0 


1660 


338 


342.2 


-4.2 


126 


3 




1653 


342 


340.7 


+ 1.3 


127 


H 




1680 


352 


346.5 


+ 5.5 


128 


4 
1* 




1620 
2488 


334 


333.6 


+ 0.4 


129 


625 


622.7 


+ 2.3 


130 


2 




2240 


557 


565.3 


-8.3 


131 


2i 




2173 


552 


549.8 


+ 22 


132 


3 


5.0 


2093 


538 


531.1 


+ 6.9 


133 


H 




2100 


528 


532.8 


-4.8 


134 


4 




2087 


530 


529.8 


+ 0.2 


135 


H 




2120 


538 


537.4 
~837jf 


+ 0.6 


136 


H 




2880 


837 


-0.1 


137 


2 




2670 


780 


781.1 


-1.1 


139 


3 


6.0 


2570 


760 


754.4 


+ 5.6 


140 


H 




2550 


747 


749.1 


-2.1 


141 


4 




2548 


740 


748.5 


-8.5 


142 


4* 

1| 




2560 
3340 


758 


751.8 


+ 6.2 


143~ 


1043 


1043.0 


0.0 


144 


2 




3020 


995 


994.5 


+ 0.5 


145 


2* 


7.0 


2920 


978 


978.8 


-0.8 


146 


3 




2870 


977 


970.9 


+ 6.1 


147 


H 




2870 


968 


970.9 


-2.9 


148 


4 




2880 


972 


972.5 


-0.6 


149 


4i 




2880 


972 


972.5 


-0.5 
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Nr. 
157 
158 
159 
160 
161 
162 



Gang 

1* 

2 

2{ 
3 

H 

4 



8.0 



3840 
3500 
3134 
3080 
3080 
3060 



^b«ol>. 

1263 
1218 
1162 
1141 
1151 
1142 



1265.3 
1214.5 
1156.6 
1147.9 
1147.9 
1144.5 



180^ 

181 

182 

183 

184 



guu 
auf 



11.0 



3590 
3600 
3740 
3130 
3140 



1672 
1678 
1720 
1564 
1592 



1677 
1680 
1710 
1572 
1575 



Die Unbekannten C und x sind: 



Tabelle 11. 



P 

3.0 

4.0 

5.0 

6.0 

7.0 

8.0 

9.0 

9.0 

10.0 

11.0 

12.0 



+ 
+ 
+ 
+ 



C 

0.0308 
0.148 
0.469 
0.583 



+ 23.1 
+ 33.1 
+ 31.0 
+ 42.4 

+ 34.3 

+ 24.6 



+ 1.230 ± 
+ 1.044 ± 
+ 0.920 ± 
+ 0.913 ± 
+ 0.469 ± 
+ 0.441 + 
+ 0.464 ± 
+ 0.426 + 

+ 0.475 
+ 0.528 



0.027 
0.132 
0.136 
0.159 
0.051 
0.047 
0.094 
0.093 

0.133 
0.143 



+ 
+ 

+ 



Beste 

2.3 

3.5 

5.4 

6.9 

3.1 

2.5 



163 


H 




3610 


1390 


1389.5 


+ 0.5 




164 


n 




3514 


1372 


1372.3 


- 0.3 




165 


3 


9.0 


3460 


1360 


1362.3 


- 2.3 




166 


3{ 




3420 


1354 


1355.1 


- 1.1 




167 


4 




3440 


1362 


1358.7 


+ 3.3 




168] 






3390 


1346 


1350 


. _ 4 




169 
170 


8} 


9.0 


3300 
3130 


1334 
1309 


1334 
1304 



+ 5 




171 J 






2920 


1261 


1267 


- 6 




174] 






3300 


1767 


1765 


+ 2 




175 






3330 


1792 


1774 


+ 18 




176 
177 


ganz 
auf 


12.0 


3620 
3660 ' 


1837 
1851 


1853 
1865 


-16 
-14 




178 






3800 


1913 


1903 


+ 10 




179 J 






3810 


1917 


1905 


+ 12 





— o 

- 2 
+ 10 
-18 
+ 17 
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_i / — 2414 

Der mittlere Fehler einer Messung ist y ^—^PSe = ± 8 PS*; 

dabei überschreiten die Beste zwischen p = 3.0 bis 9.0 nicht 8.5 PSe. 
Dies spricht für exaktes Verhalten der Turbine und der die Leistungen 
messenden Instrumente, für Zweckmäßigkeit in der Anordnung der Ver- 
suche und auch für die Güte der Messung. 

Trotz dieser besseren Darstellung gegenüber Tabelle 8 sind die 
mittleren Fehler der C im Durchschnitt noch so groß wie die Un- 
bekannte selbst; der Grund hierfür . liegt darin, daß bei Tabelle 10 die 
n innerhalb einer Gruppe einen 3 — 4 mal kleineren Spielraum haben 
als bei Tabelle 8, wodurch kleine Gewichte und infolgedessen große 
mittlere Fehler der C bedingt sind; dieser Übelstand ließe sich wohl durch 
besondere Anordnung und durch Ausdehnung der Beobachtung bessern. 

Ungeachtet dessen geht aus Tabelle 11 hervor, daß die C und x 
bei konstantem Druck und veränderlicher Schieberstellung eine ganz 
andere Größe und anderes Verhalten zeigen als in den Tabellen 3, 5, 7 
und 9, wo, umgekehrt, die Schieberstellung konstant gehalten und der 
Druck geändert wurde; auffällig erscheint ferner der Sprung zwischen 
p == 6.0 und 7.0 bei x sowohl als bei C. 

Zur besseren Übersicht seien die C und x für Gruppen gleicher 
Schieberstellung zusammengestellt; die C sind hier durchweg in Ein- 
heiten der 6. Dezimale gegeben. 

Tabelle 12. 



Gang \D = 800 810 900 



1* 


1192 


1193 


2 


3919 


520 


2} 


7575 


— 


2* 


3133 


263 


n 


1703 


— 


3 


1014 


286 


H 


838 


180 


4 


875 


211 


M 


— 


184 


«* 


— 


173 



1000 



6.42 



800 



810 



900 



1000 



1| ; — — 19.4 

0.23 — 
520 5.09 — 



7.15 — 



8.47 — 



11.69 3.71 



— — 2.267 2.509 

1.675 1.683 2.888 — 

1.543 1.800 2.484 — 



2.446 — 



1.473 


— 


1.598 


1.897 


1.682 


— 


1.750 


1.889 


1.776 


1.947 


1.772 


1.927 


— 


1.943 


— 


1.958 



2.428 



2.383 2602 



Bei den C sei nur auf ihre große Veränderlichkeit, den x gegen- 
über, hingewiesen; man erkennt ferner, daß auch die x als mit D und 
mit der Schieberstellung veränderlich angenommen werden müssen, wenn 
man die beste Darstellung erreichen will, während Herr Rötscher mit 
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einer für seine Zwecke ausreichenden Genauigkeit x als konstant an- 
nehmen konnte. 

Ferner folgt aus Tabelle 12 (wie auch aus anderen Zusammen- 
stellungen), daß von Schieberstellung 3 (einschließlich) an aufwärts ein 
ruhigeres Verhalten bei Änderung der Wassermenge eintritt; man sehe 
z. B. die bessere Übereinstimmung der x unterhalb der punktierten Linie. 

Bei allen Schlüssen über C und x, namentlich über die ersteren, 
sei nochmals besonders hervorgehoben, daß bei dem vorliegenden Problem, 
im besonderen bei dem hier gegebenen Bereiche der Größen n und N 
in Verbindung mit der hier angenommenen Form einer Beziehung 
zwischen ihnen, eine Besonderheit besteht. Die Größe C hat sich 
durchweg als mit einer großen Unsicherheit behaftet ergeben, trotzdem 
•daß die übrigbleibenden Fehler gebietweise recht klein sind. Dies näher 
zu erläutern, diene folgender Versuch, zu dem willkürlich die Be- 
obachtungsgruppe: Scheibe 900, Gang 1^ gewählt wurde. 

Nach Ausgleich B gehören zusammen (s. Tab. 4 u. 5): 



2.2665 0.00001938 +3 -4 -8 +9PSe. 

Ändert man x nacheinander um einzelne Einheiten der dritten 
geltenden Ziffer (oder der 2. Dezimale), bestimmt ebenfalls nach Aus- 
gleich B die zugehörigen C und v, so erhält man folgendes System: 







Tabelle 13. 






Annahme 






Ausgleichung 






X 


C 
(Einh. d. 8. Dez.) 


»». 


»00 


»« 


«et 


2.2165 


2796 


+ 1 


-5 


- 7 


+ 11 PSe 


2.2265 


2598 


+ 2 


-5 


— 7 


+ 11 


2.2365 


2414 


+ 2 


-4 


- 7 


+ 10 


2.2465 


2244 


+ 2 


-4 


- 7 


+ 10 


2.2565 


2086 


+ 3 


-4 


- 7 


+ 9 


2.2665 


1938 


+ 3 


-4 


- 8 


+ 9 


2.3165 


1343 


+ 4 


-4 


- 9 


+ 7 


2.3265 


1248 


+ 5 


-3 


- 9 


+ 6 


2.3365 


1160 


+ 5 


-3 


- 9 


+ 6 


2.3465 


1078 


+ 6 


-8 


- 9 


+ 5 


2.3565 


1001 


+ 6 


-3 


- 9 


+ 5 


2.3665 


931 


+ 6 


-3 


- 9 


+ 4 


2.3765 


865 


+ 6 


-3 


-10 


+ 4 


2.3865 


804 


+ 7 


-3 


-10 


+ 3 
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woraus die rasche Änderung von C ersichtlich ist; die Reste v sind da- 
gegen mehrfach die gleichen in benachbarten Zeilen. 

Wollte man zur Redaktion eines beobachteten N aber an Stelle 
des zu einem x gehörigen C ein benachbartes benutzen, so folgte bei- 
spielsweise: 

Annahme iV^ — N hw 

x = 2.3265, C = 0.00001343 -13 -26 -37 - 25 PSe; 

(anstatt 1248) 

bei einem durchschnittlichen mittleren Fehler eines «Nbeob. von ± 7.5 PSe 
ist bereits die Größe dieser Reste auffallig, abgesehen von dem gemein- 
samen Vorzeichen. 

Wenn demnach auch die erste geltende Ziffer von C meist schon 
unsicher erscheint, so ist trotzdem nötig gewesen, zur Reduktion der 
Größen JWbeob. sämtliche vier aus einer der obigen Ausgleichungen fol- 
genden Dezimalen beizubehalten; andernfalls würde aus den Resten eine 
größere Unregelmäßigkeit hervorgehen, als der Gang dieser Turbine tat- 
sächlich zuläßt. 

Umgekehrt haben kleine Störungen der beobachteten N (etwa durch 
äußere Beeinflussungen wie beispielsweise: Eigenheiten der Meßinstru- 
mente im Betrage von einigen PSe) Änderungen in C um wesentliche 
Bruchteile seiner Größe zur Folge; dies ist bei weiteren Schlüssen zu 
beachten. 

Hier soll davon abgesehen werden, näher auf die Abhängigkeit der 
C und x von D, p und Schieberstellung einzugehen; Herr Rötscher 
läßt die Frage offen, ob die von ihm auf graphischem Wege gefundene, 
numerische Formel (S. 35 der Dissertation) für N allgemein gültig ist. 
Dem Verhalten der C und x nach erscheint es nicht unmöglich, daß 
ein strenger mathematischer Zusammenhang zwischen diesen Größen 
und somit auch zwischen Umlaufzahl und Leistung besteht, und durch 
seine Auffindung würde auch eine genaue Lösung der von Herrn Rötscher 
gestellten Aufgabe ermöglicht: Ableitung einer Formel für die Ab- 
messungen der umlaufenden Scheiben, Dissertation S. 35 und 55; die 
Formel für N als Funktion von D (S. 35) ist noch zu unsicher. 

5. Sehr wenig werden von dem mehrfach erwähnten Übelstande 
betroffen die nach der Ausgleichung übrig bleibenden Fehler, wie z. B. 
die geringen Unterschiede der v benachbarter Zeilen in Tabelle 13 zeigen, 
und hierauf fußend, sei zum Schlüsse Folgendes zusammengefaßt. 

1. Das einfache Gesetz N=* C-n* ist nicht ausreichend, um durch- 
weg den beobachteten Zusammenhang zwischen n und N befriedigend 
darzustellen; es dient hier nur als eine Interpolationsformel und voraus* 
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sichtlich ließen sich mit anderen Formeln gleichwertige Darstellungen 
erreichen. Behält man es bei, so muß man, um die beste Darstellung zu 
erhalten, C und x als vom Scheibendurchmesser und vom Dampfdruck 
abhängig ansehen. 

2. Die Darstellung selbst gelingt, falls man bei gruppenweiser Aus- 
gleichung stehen bleibt, gebietweise so gut, daß die übrig bleibenden 
Fehler innerhalb der Beobachtungsungenauigkeit liegen; vergleiche im 
besonderen Tabelle 4: Nr. 59—78, Tabelle 6: Nr. 108—116; Tabelle 10: 
p — 3.0 bis 9.0. x ) 

3. Genauer als auf graphischem Wege lassen sich durch numerische 
Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate Beeinflussungen 
nachweisen, zudem erhält man dabei ungesucht Aufschluß über die Un- 
sicherheit der Messung, der Unbekannten und der aus ihnen zu be- 
rechnenden Größen, Ein gewisser Aufwand an Rechnung darf aller- 
dings nicht gescheut werden; er wird wieder aufgewogen durch den 
Vorteil bester Ausnutzung wertvoller Beobachtungsreihen. 

Aachen, Sommer 1907. 



über graphische Zusammensetzung von Kräften im Räume. 3 ) 

Von K. Th. Vahlen in Greifswald. 

Damit ein räumliches Kräftesystem im Gleichgewicht ist, genügt 
es nicht, worauf mich Herr Henneberg hinweist, daß Grund- und 
Aufriß Gleichgewichtssysteme sind; es muß vielmehr auch der Seitenriß 
ein Gleichgewichtssystem sein. Die Konstruktion ist demgemäß, wie 
folgt zu vervollständigen. Man wähle den Drehpunkt P? von ©o' be- 
liebig auf ©i', dan$ ergibt sich der Drehpunkt A" von ©£' durch die 
angegebene Konstruktion. Ebenso liefert im Seitenriß der Punkt P[ tf 
von ©o" einen Drehpunkt B'" von ©*". Der zu W gehörige Aufriß- 
punkt B" ist ein zweiter Punkt von ©i'. Durch Ä\ B" ist ©^ be- 
stimmt, dadurch auch der Pol des Kräfteplans im Aufriß und dadurch 
Länge und Richtung der Kraft ©i', deren Wirkungslinie hierdurch und 
durch den Punkt ~P\ gegeben ist. 

1) In diesen Fällen wird in Zahlen festgelegt, was Herr Lasche mit den 
Worten schildert: „die Regelung zeigte sich als sehr feinfühlig und gehorsam. Bei 
festangestellter Leistung der Turbine hielt sich die Umlaufzahl auf lange Zeit 
TÖllig unveränderlich. . ." Zeitschrift des Vereines Deutscher Ingenieure, Band 50, 
Nr. 83 und 34, S. 1356. 

2) Zusatz zu S. 315/316. 
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Carl Burrau. Tafeln der Funktionen Cosinus und Sinus mit den 
natürlichen sowohl reellen als rein imaginären Zahlen als Argument 

(Kreis- und Hyperbelfunktionen). Berlin 1907, Verlag von Georg Reimer. 

Die erste Tafel enthalt die natürlichen Werte der Kreisfunktionen Co- 
sinus und Sinus; sie unterscheidet sich von andern Tafeln ähnlicher Art dadurch, 
daß als Argument nicht wie sonst üblich der Winkel in Gradmaß, sondern 
in analytischem Maß angegeben ist. Um die Tafel auf einem kleinen Raum 
unterzubringen, hat der Verfasser das Intervall des Arguments möglichst groß, 
jedoch so gewählt, daß noch linear interpoliert werden kann; das Intervall 
beträgt 0,01, entsprechend rund ?5' in Gradmaß. Ausgedehnt ist die Tafel 
im Argument bis zu 1,60, also rund 92°. 

Die zweite Tafel, enthaltend die natürlichen Werte der Hyperbelfunktionen 
Cosinus und Sinus, geht im Argument ebenfalls von 0,01 zu 0,01; die Inter- 
polation kann auch hier linear ausgeführt werden. 

Bei beiden Tafeln wird das Interpolieren durch Beigabe der üblichen 
Interpolationstäfelchen vereinfacht; mit Rücksicht auf die, infolge des großen 
Argumentintervalls rasch wechselnde Tafeldifferenz sind diese Täfelchen jedoch 
nicht in der Tafel selbst, sondern in einer „einmal dreistelligen Rechentafel** 
untergebracht. 

Der bei Logarithmentafeln schon gemachte Versuch, die Unsicherheit in 
der letzten, durch Ab- bzw. Aufrundung entstandenen Tafelstelle zu verringern, 
ist bei beiden Tafeln in gelungener Weise dadurch bewirkt, daß die letzte 
Tafelstelle mit einem Punkte versehen ist, wenn die folgenden Stellen einen 
Wert zwischen 0,25 und 0,75 der Einheit der letzten Tafelstelle haben; der 
Punkt kann bei der Rechnung durch die Ziffer 5 der ersten weggelassenen 
Tafelstelle ersetzt werden. Durch die Einführung dieser einfachen Verbesserung, 
die von Herrn F. N. Thiele ausgeht, wird die Genauigkeit einer Tafel derart 
gesteigert, daß eine zunächst 5 stellige Tafel in bezug auf Genauigkeit zwischen 
einer 5- und 6 stelligen liegt; die beiden — 6- bzw. 5 stelligen — Tafeln des 
vorliegenden Buches werden deshalb als „6y- u bzw. „5 j stellig" bezeichnet. 

Der Raum, der auf einigen Seiten zwischen den einzelnen Tafeln zur 
Verfügung stand, wurde zu einer „3 j "stelligen Tafel der Funktion e* benützt. 

Straßburg i. E. P. Werkmeister. 

C. Metz. Fünfstellige Logarithmen der Zahlen von 1 — 10800 und 

der trigonometrischen Funktionen. Ausgabe A mit vollständigem 

Rand-Index. Berlin 1908, Polytechnische Buchhandlung A. Seydel. Preis 

geb. Jt 4. — . (Ausgabe B ohne Rand-Index, Preis <M 3. — .) 

Das Buch enthält nur eine Tafel der Logarithmen der natürlichen Zahlen, 

und eine solche der Logarithmen der trigonometrischen Funktionen; andere, 

für viele Zwecke — auch des praktischen Rechnens — wertvolle Dienste leistende 

Tafeln, wie Quadrattafel und Tafel der natürlichen Werte der trigonometrischen 

Funktionen sind als „schwerfälliger Ballast" weggelassen. 
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Die Tafel der Logarithmen der natürlichen Zahlen hat ebenso wie die 
fünfstellige Tafel von Albrecht nur einen Eingang; ihre eigenartige Verteilung 
auf die einzelnen Seiten ermöglicht in Verbindung mit den übersichtlich an- 
gegebenen Werten von S und T eine sehr bequeme Bestimmung der Logarithmen 
des Sinus bezw. der Tangens kleiner Winkel mit Hilfe der Maskelyneschen 
Regel. 

Die zweite Tafel enthält die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen 
in der üblichen Anordnung von Minute zu Minute; eine Tafel enthaltend die 
Logarithmen kleiner Winkel von Sekunde zu Sekunde ist mit Rücksicht auf 
die erwähnte Einrichtung der Tafel I unnötig. Zur Unterscheidung sind die 
beiden, log tg und log ctg enthaltenden Vertikalspalten rot umrändert, und 
noch überflüssigerweise durch einen — beim Eingehen störend wirkenden — 
Zwischenraum von den Nachbarspalten getrennt. 

Ein Einteilen der Ziffern in Gruppen ist bei beiden Tafeln nicht vor- 
genommen. Die in der Rechenpraxis ziemlich verbreitete Unterscheidung der 
Logarithmen durch einen Punkt als Trennungszeichen zwischen Kennziffer und 
Mantisse ist nicht beibehalten. 

Der bei der Ausgabe A angebrachte Rand-Index kann nicht übersichtlich 
genug angeordnet werden, und bringt deshalb keinen nennenswerten Vorteil; an 
seiner Stelle wäre mit Rücksicht auf die durch die eigenartige Seiteneinteilung 
der Tafel I bedingte Unübersichtlichkeit eine Seitenüberschrift — jedoch mit 
größeren Ziffern als bei Tafel II — erwünscht. 

Von den beiden, auf das Äußere einer Zahlentafel sich beziehenden An- 
forderungen, Anwendung der altenglischen Ziffern, und Verwendung von glanz- 
losem Papier, ist die erstere erfüllt. 

Straßburg i. E. P. Werkmeister. 
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Literatur des J. 1907. Berlin, Reimer. Jt 21.— 

11. Jobdan, W., Handbuch der Vermessungskunde. Fortgesetzt v. C. Reinherz. 
Zweiter Band. Feld- und Landmessung. Siebente erweiterte Aufl., bearb. v. 
O. Eggert. ' Jt 20.— 

12. Möller, Max, Exakte Beweise für die Erdrotation, elementar dargestellt. Wien 
u. Leipzig, Holder. Jt 1. — 

13. Nölke, Friedrich, Das Problem der Entwicklung unseres Planetensystems. 
Aufstellung einer neuen Theorie nach vorhergehender Kritik der Theorien von 
Kant, Laplace, Poincare, Moulton, Arrhenius u. a. Berlin, Springer. Jg 6. — 

14. Tapla, Theodob, Grundzüge der niederen Geodäsie. IL Instrumentenkunde. 
Leipzig u. Wien, Deuticke. Jt 9. — 

S. auch 2, 22, 29a, 81, 82, 89, 90, 96. 

Darstellende Geometrie, graphische Methoden. 

15. Lesskb, Oskar, Graphische Darstellungen im Mathematikunterricht der höheren 
Schulen. Eine Sammlung von Materialien für die Hand des Lehrers. Leipzig, 
Frey tag. — Wien, Tempsky. Jt b. — 

16« Meiskl, Ferdinand, Lehrbuch der Perspektive zum Gebrauche an mittleren und 
höheren technischen Lehranstalten, Kunstgewerbe- und Kunstschulen sowie 
bei eigenem Studium. Leipzig, Seemann & Co. Jt 9.60. 

17» Mülle, Emil, Lehrbuch der darstellenden Geometrie für technische Hochschulen. 
Erster Band. Leipzig u. Berlin, Teubner. Geb. in Leinw. Jt 12. — 

18. Richter, Otto, Kreis und Kugel in senkrechter Projektion, für den Unterricht 
und zum Selbststudium. Leipzig u. Berlin, Teubner. Jt 4.40; geb. «#4.80 

19. Schönflies, Abtcr, Einführung in die Hauptgesetze der zeichnerischen Dar- 
stellungsmethoden. Leipzig u. Berlin, Teubner. Jt 2.20; geb. in Leinw. M 2.80. 

20. Schütz, R., Beiträge zur zeichnerischen Massenermittlung, Massenverteilung 
und Förderkostenbestimmung der Erdarbeiten. Berlin, Ernst & Sohn. Jt 2 . 40. 

21. Wildt, Josef, Praktische Beispiele aus der darstellenden Geometrie für Lehr- 
anstalten mit bau- oder kunstgewerblicher Richtung. 3. Lieferung. Wien, 
Pichlers Wittwe & Sohn. Jt 17.— 

22. Zöppritz, Karl, Leitfaden der Kartenentwurfslehre. Für Studierende der Erd- 
kunde und deren Lehrer. In zweiter neubearbeiteter und erweiterter Aufl. 
Hrsg. von Alois Bludau. Zweiter Teil: Kartographie und Kartometrie. Leipzig, 
Teubner. Jt 3.60; geb. in Leinw. Jt 4.40. 

Geometrie. 

28. Kepler, Johannes, Neue Stereometrie der Fässer, besonders der in der Form 
am meisten geeigneten österreichischen, und Gebrauch der kubischen Visierrute. 
Mit einer Ergänzung zur Stereometrie des Archimedes (1616). Aus dem La- 
teinischen übersetzt und herausg. von R. Klug. (Ostwalds Klassiker Nr. 165.) 
Leipzig, Engelmann. Geb. «£2.60. 

Geschichte. 

24. Festschrift zur Feier des 200. Geburtstages Leonhard Eulers. Hrsg. vom 
Vorstände der Berliner Mathematischen Gesellschaft. (Abhandlgn. zur Gesch. 
der mathem. Wiss. XXV. Heft.) Leipzig u. Berlin 1907, Teubner. Jt 5.— ; 

Geb. M 6.80. 
Logikrechnnng. 

25. Schröder, Ernst, Abriß der Algebra der Logik. Bearb. im Auftrag der deutschen 
Mathematiker -Vereinigung von Eugen Müller. In 3 Teilen. Erster Teil: 
Elementarlehre. Leipzig u. Berlin 1909, Teubner. Jt 1.60. 
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Mechanik. 

26. Bolduan, Otto, Zar Theorie der übergeschlossenen Gelenkmechanismen. In- 
augural-Dissertation. Halle a. S. Druck von B. G. Teubner in Dresden. 

27. Bonnbau T J.-A., Instruments de pesage ä systemes articuläs. 1«*« partie. 
Balances Boberval. Paris, Gauthier- Villars. Frs. 4.— 

28. Buchholz, Huoo, Das mechanische Potential, nach Vorlesungen von L. Boltz- 
mann bearbeitet, und die Theorie der Figur der Erde zur Einführung in die 
höhere Geodäsie (angewandte Mathematik). I. Leipzig, Barth. JC 16. — ; 

geb. JC 16.— 

29. Enzyklopädie der mathem. Wissensch. mit Einschluß ihrer Anwendungen. 
IV. Bd. Mechanik. 1. Tl. 1. Abtlg. 4. Heft. Leipzig, Teubner. JC 7.80. 

29a. IV. Bd. 2. Tl. 1. Abtig. 4. Heft. Ebenda. JC 4.— 

29 b. der mathem. Wissensch. mit Einschluß ihrer Anwendungen. VI. Bd. 

2. Tl. Astronomie. 2. Heft. Leipzig, Teubner. JC 4. — 
80. IV. Bd. 8. Teilb. Ebenda. 1901—1908. 

JC 17.60; geb. in Halbfrz. JC 20.60. 
31. Keck, Wilh., Vortrage über Mechanik als Grundlage für das Bau- und 
Maschinenwesen. 2. TL: Mechanik elastisch-fester und flüssiger Körper. 
8. Aufl., bearb. von Ludwig Hotopp. Hannover 1909, Helwing. 

JC 12.—; geb. JC 18.60. 

82. Lecobku, Leon, Dynamique appliquee. (Encyclope*die scientifique, Bibliothe- 

que de Mecanique appliquäe et Genie Nr. 5.) Paris, Doin. Frs. 6. — 

88. Mach, Ernst, Die Mechanik, in ihrer Entwicklung historisch-kritisch dar- 
gestellt. 6. verb. und venu. Aufl. Leipzig, Brockhaus. JC 8. — ; geb. JC 9. — 

84. Fbbbt, John, Angewandte Mechanik. Ein Lehrbuch für Studierende, die Ver- 
suche anstellen und numerische und graphische Beispiele durcharbeiten wollen. 
Berechtigte deutsche Übersetzung von Rudolf Schick. Leipzig u. Berlin, 
Teubner. Geb. in Leinw. JC IS. — 

85. Strasser, H., Lehrbuch der Muskel- und Gelenkmechanik. I. Band: All- 

femeiner Teil. Berlin, Springer 
iherding, H. E., Geometrie der Kräfte. (Teubners Sammlung, 1. Bd.) Leipzig, 
Teubner. Geb. in Leinw. JC IQ. — 

Physik, Astrophysik, mathematische Chemi^. 

87. Abraham, M., Theorie der Elektrizität. II. Bd. Elektromagnetische Theorie 
der Strahlung. 2. Aufl. Leipzig u. Berlin, Teubner. Geb. in Leinw. JC 10 . — 

88« Barkhausen, H., Das Problem der Schwingungserzeugung, mit besonderer Be- 
rücksichtigung schneller elastischer Schwingungen. Leipzig 1907, Hirzel. 

JC 4.— 

89. Curie, Pierre, Oeuvres, publikes par les soins de la Socie"te* francaiee de Phy- 
sique. Paris, Gaufchier- Villars. Frs. 22. — 

40. Darwin, Sir George Howard, Scientific Papers. Vol. IL Tidal friction and 
Cosmogony. Cambridge, University Press. 15 s. 

41. Donle, Wilh., Grundriß der Experimentalphysik für höhere Lehranstalten. 

3. verb. Aufl. Stuttgart, Grub. Geb. JC 3.— 

42. Duhem, Pierre, Ziel und Struktur der physikalischen Theorien. Autorisierte 
Übersetzung von Friedrich Adler. Mit einem Vorwort von Ernst Mach. Leipzig, 
Barth. JC 8. — ; geb. M 9.— 

43. Enzyklopädie der mathem. Wissenschaften mit Einschluß ihrer Anwendungen, 
Bd. VI. 1. Bd. 1. Heft. Leipzig, Teubner. Jtf 2.60. 

44. FoRTscHRiTTe, die, der Physik im Jahre 1907. Dargestellt von der deutschen 
physikalischen Gesellschaft. 63. Jahrg. 2. Abtg. Elektrizität und Magnetismus, 
Optik des gesamten Spektrums, Wärme. Braunschweig, Vieweg & Sohn. 

JC 82.— 

45. Fournier d'Albe, E. E., Die Elektronentheorie. Gemeinverständliche Einführung 
in die moderne Theorie der Elektrizität und des Magnetismus. Autorisierte 
Übersetzung von J. Herweg. Leipzig, Barth. JC 4.80; geb. JC 5.60. 

46. Fuss, Eonr. und Hensold, Georg, Lehrbuch der Physik für den Schul- und 
Selbstunterricht. Achte, verb. und venu. Aufl Allgemeine Ausgabe. Frei- 
burg i. B. Herder. JC 6.30; geb. in Halbleder JC 6.— 

ZeiUohrift f. Mathematik u. Phyiik. 56. Band. 1908. Heft 4. 28 
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47. Fürsten au, Bob., Über das Verhältnis der spezifischen Wärme der Gase und 
seine Abhängigkeit von der Temperatur. Berlin, Trenkel. JC 2. — 

48. Gans, R., Einführung in die Theorie des Magnetismus. (Mathem.-physikaL 
Schriften für Ingenieure und Studierende 1.) Leipzig u. Berlin, Teubner. 

Kart JC 2.40. 

49« Gebärd, £bic, Mesures electriques. Le9onB donnees ä lTnstitut electrotechni- 

que Montefiore de l'Universite' de Liege. 3 e e*d. refondue et complltee. Paris, 

Gauthier-Villars. Frs. 12.— 

50. Gockel, Alb., Die Luftelektrizität. Methoden und Resultate der neueren 
Forschung. Leipzig, Hirzel. JC 6. — ; geb. JC 7. — 

51. Graetz, £., Kurzer Abriß der Elektrizität. 5. verm. Aufl. Stuttgart, Engel- 
hörn. Geb. JC 3.50. 

52. Himmel, R, Bautechnische Physik. Leitfaden für den Unterricht an Bau- 
gewerkschulen und verwandten technischen Lehranstalten. Leipzig u. Berlin, 
Teubner. Geb. in Leinw. JC 3.60. 

53. Hinrichskn, F. Willy, Vorlesungen über chemische Atomistik. Leipzig u. 
Berlin, Teubner. Geb. in Leinw. JC 7 . — 

54. Hochheim, Franz, Elementare Theorie der Wechselströme. Ein Beitrag zur 
Behandlung der Wechselströme in der Oberstufe der Realanstalten. I. TeiL 
Leipzig, Teubner. JC 1.50. 

55. Jacob, Emil, Der Flug, ein auf der Wirkung strahlenden Luftdrucks beruhender 
Vorgang. Bad Kreuznach, Druck von Jung & Co. 

56« Jägfr, Gustav, Theoretische Physik. IV. Elektromagnetische Lichttheorie und 

Elektronik. (Sammlung Göschen Nr. 374.) Leipzig, Göschen. Geb. JC — .80. 

57* Kaybeb, H., Lehrbuch der Physik für Studierende. Vierte verb. Aufl. Stutt- 

fart, Enke. JC 10. — 

jroTT, Cabgill Gilston, The Physics of Earthquake Phenomena. Oxford, 
Clarendon Press. 14 b. 

59. Leathem, J. G., The elementary theory of the symmetrica! optical inBtrument. 
(Cambridge Tracts in Mathematics and mathematical Physics No. 8.) Cam- 
bridge, University Press. 2 s. 6 d. 

00. Maclaubin, Richard, C, The theory of light. A treatise on physic&l Optica. 
In three parte. Part I. Cambridge, University Press. 9 s. 

01. Me88bbschmitt, Joh. Bapt., Die Schwerebestimmung an der Erdoberfläche. („Die 
Wissenschaft", 27. Heft.) Braunechweig, Vieweg & Sohn. JCh. — ; geb. JCb.SQ. 

02. Pellat, H., Coutb d'electricite*. Tome EI. filectrolyse. älectrocapillarit£. 
Jona et electronB. Paris, Gauthier-Villars. Frs. 10. — 

63. Planck, Max, Das Prinzip der Erhaltung der Energie. Von der philosophischen 

Fakultät Göttingen preisgekrönt. („Wissenschaft und Hypothese" VI.) 2. Aufl. 

Leipzig u. Berlin, Teubner. Geb. in Leinw. «,#6. — 

04. Poincabj£, L., Die moderne Physik. Übertragen von M. Brahn und B. Brahn. 

Leipzig, Quelle & Meyer. JC S.SO; geb. JC 4.40. 

05« Poynting, J. H., and Thomson, J. J., A textbook of Physics. Heat. 3rd ed. 

Bivised. London, Griffin. * 16 s. 

66» Reina, V., Teoria degli strumenti diottrici: lezioni dettate nell'universita. di 

Koma. Milano, Hoepii. L. 3. — 

67. Riecke, Eduard, Lehrbuch der Physik zu eigenem Studium und zum Gebrauche 

bei Vorlesungen. 2 Bde. 4., verb. and verm. Aufl. Leipzig, Veit & Co. 

JC 26. — ; geb. in Leinw. JC 28.—. 
08. Kinkel, K., Einführung in die Elektrotechnik. Physikalische Grundlagen und 

technische Ausführungen. (Teubners Handbücher für Handel und Gewerbe.) 

Leipzig, Teubner. JC 11.20; geb. in Leinw. JC 12.— 

69. Rosenberg, Eabl, Experimentierbuch für den Unterricht in der Naturlehre. 
2., vollkommen umgearb. und bedeutend verm. Aufl. I. Bd. Wien u. Leipzig, 
Holder. Jtf 6. — ; geb. JC 6.60. 

70. Schäfer, Clemens, Einführung in die Maxwellsche Theorie der Elektrizität 
und des Magnetismus. (Mathematisch-physikalische Schriften für Ingenieure 
und Studierende 3) Leipzig u. Berlin, Teubner. Kart. JC 3.40. 

7 h Scheiner, J., Populäre Astrophysik. Leipzig u. Berlin, Teubner. Geb. JC 12. — 

72. Schwaiger, A., Das Regulierproblem in der Elektrotechnik. Leipzig u. Berlin 

1909, Teubner. *# 2.80; geb. in Leinw. «#3.60. 
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78. Thomson, J. J., Die Korpuskulartheorie der Materie. Übersetzt von G. Siebert. 
(„Die Wissenschaft", 26. Heft.) Braunschweig, Vieweg & Sohn. 

JC 5. — ; geb. in Leinw. JC 6.80. 

74. Villard, P., Les rayons cathodiques. (Scientia No. 10.) 2 e £d. Paris, Gauthier- 
Villars. Frs. 2.— 

75. Voigt, Woldemab, Magneto- und Elektrooptik. (Mathem. Vorlesungen an der 
Universität Göttingen: III.) Leipzig, Teubner. Geb. in Leinw. JL 14. — 

76. Waals, J. D. van dkb, Lehrbuch der Thermodynamik in ihrer Anwendung 
auf das Gleichgewicht von Systemen mit gasförmig-flüssigen Phasen. Nach 
Vorlesungen bearb. von Ph. Eohnstamm. 1. Tl. Leipzig, Maas & van Suchtelen. 

Geb. in Leinw. ^ 12. — 

77. Wagner, Karl Willy, Elektromagnetische Ausgleichsvorgange in Frei- 
leitungen und Kabeln. (Mathem.-physikal. Schriften für Ingenieure und Stu- 
dierende 2.) Leipzig u. Berlin, Teubner. Kart. JC 2.40. 

78. Wehner, Hein*., Das Innere der Erde und der Planeten. Mathem.-physikal. 
Untersuchung. Freiberg, Craz & Gerlach. JC 2.60. 

79. Wheatstonk, Bskwsteb, Riddell, Helmholtz, Wenham, d'Almeida und Harmer, 
Abhandlungen zur Geschichte des Stereoskops. Hrsg. von M. von Rohr. 
(Ostwalds Klassiker Nr. 168.) Leipzig, Engelmann. Geb. JC 2.20. 

Statistik, Versicherungs-Mathematik. 

80. Czubkk, Em., Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Fehler- 
ausgleichung, Statistik und Lebensversicherung. 1. Bd. Wahrscheinlichkeits- 
theorie, Fehlerausgleichung, Kollektivmaßlehre. 2., sorgfaltig durchgesehene 
und er weit. Aufl. (Teubners Sammlung IX, 1.) Leipzig, Teubner. 

Geb. in Leinw. JC \2.— 

Tafeln, Rechenapparate, Rechenmaschinen. 

81. Al-Battäni sive Albatenii opus astronomicum. Ad fidem codi eis Escurialensis 
arabice editum, latine versum, adnotationibus instruetum a Carolo Alphonso 
Nallino. (Pubblicazioni del reale osservatorio di Brera in Milano.) Pars II. 
Versio tabularum omnium cum animadversionibus, glossario, indieibus. Mai- 
land 1907, Hoepli. JC 20.— 

82. Albrecht, Th., Formeln und Hilfstafeln für geographische Ortsbestimmungen. 
Vierte Aufl. Leipzig, Engelmann. 

83. Axnuairk pour Tan 1909, publik par le Bureau des Longitudes. Avec des 
Notices scientifiques. Paris, Gauthier- Villars Frs. 1.60. 

84. Borgen, C, Logarithmisch- trigonometrische Tafel auf 11 (bezw 10) Stellen. 
(Publikationen der astronomischen Gesellschaft XXII.) Leipzig, Engelmann. 

Jtb.— 

85. Centmaier, Conr. J., Rechenschieberstreifen für Elektrotechniker. Mit Er- 
läuterungen. Zürich, Rascher & Co. JC 1. — 

86. Girndt M., und Liebmanm A., Mathematische und technische Tabellen für den 
Gebrauch an bautechnischen Fachschulen und in der ßaupraxis. („Der Unter- 
richt an Baugewerkschulen" 27.) Leipzig u. Berlin 1909, Teubner. 

Kart. «#1.20. 

87. Hammer, E. f Der logarithmische Rechenschieber und sein Gebrauch. Eine 
elementare Anleitung zur Verwendung des Instruments für Studierende und 
für Praktiker. Vierte, durchgesehene Aufl. Stuttgart, Wittwer. JC 1. — 

88. Holl, Der Turbinenrechenschieber und seine Anwendung zur Projektierung 
von Wasserkraftanlagen. Berlin W 35, Lützowstr. 3, Selbstverlag. 

89. Jadanza, N., Tachymeter-Tafeln für zentesimale Winkelteilung. Deutsche Aus- 
gabe, nach der 2. Aufl. (Turin 1904) besorgt von E. Hammer. Stuttgart 1909, 
Wittwer. 

90. Jordan, W., Hilfstafeln für Tachymetrie. 4. Aufl. Stuttgart, Metzler. JC %.— 

91. Küstbb, F. W. Logarithmische Rechentafeln für Chemiker, Pharmazeuten, 
Mediziner und Physiker. Im Einverständnis mit der Atomgewichtskommission 
der deutschen chemischen Gesellschaft für den Gebrauch im Unterrichts- 
laioratorium und in der Praxis berechnet und mit Erläuterungen versehen. 
8. Aufl. Leipzig, Veit & Co. Geb. in Leinw. JC 2 . 40. 

28* 
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92. Maykb, J. E., Das mechanische Rechnen des Ingenieurs (Rechenschieber, 
Rechenmaschinen, Planimeter, Integrator, Integraph). Hannover, Janecke. 

Geb. in Leinw. Ji 2.20. 

98. Metz, C, Fünfstellige Logarithmen der Zahlen von 1—10 800 und der tri- 
gonometrischen Funktionen. Berlin, Seydel. Ausgabe A, mit vollständigem 
Rand-Index, geb. JC 4.—; Ausgabe B, ohne Rand-Index, geb. UK 3.— 

94. Nell, A. M., Fünfstellige Logarithmen der Zahlen und der trigonometrischen 
Funktionen, nebst den Logarithmen für Summe und Differenz zweier Zahlen, 
deren Logarithmen gegeben sind, sowie einigen anderen Tafeln, mit einer 
neuen, die Rechnung erleichternden Anordnung der Proportionalteile. 12. Aufl. 
Gießen, Roth. Geb. in Leinw. JC2. — 

95« Oblandi, G., Tavola grafica tacheopantometrica per determinare colla stes&a 
precisione delle tavole numeriche e con maggior rapidita le diatanze oriz- 
zontali, le differenze di livello, le coordinate planimetriche e le curve: in- 
struzioni sul modo d'usare la tavola. Roma, Istituto geografico De Agostino. 

96. Rohbbach, C, Vierstellige logarithmisch-trigonometrische Tafeln nebst einigen 
physikalischen und astronomischen Tafeln, für den Gebrauch an höheren 
Schulen. 6. Aufl. Gotha, Thienemann. Geb. JC 1. — 

97. Rozb, P., Theorie et usage de la regle ä calculs. (Regle des ecoles. — 
Regle Mannheim.) Paris, Gauthier-Villars. Frs. 3.5U. 

98« Sachs, Joseph, Tafeln zum mathematischen Unterricht. Leipzig u. Berlin, 
Teubner. JC 6 — , 

99. Schumacher, Joh., Ein Rechenschieber mit Teilung in gleiche Intervalle auf 
der Grundlage der zahlentheoretischen Indizes. (D. R. G. M. S. Nr. 344 576). 
Für den Unterricht konstruiert. München 1909, Lindauer. 

100. Stück, E., Vierstellige logarithmische und trigonometrische Tafeln. Auf 
Veranstaltung des nautischen Departements des Reichs-Marineamts. Wilhelms- 
haven, Lohse Nachf. Geb. in Leinw. JC 1.25. 

101« Thiele, W., Tafel der Wolframschen hyperbolischon 48 stelligen Logarithmen. 
Bearb. und erw. (Neue AuBg.) Dessau, Dünnhaupt. Geb. JC 6.-— 

Verschiedenes. 

102« Ball, W. Rouse, Räcreations mathematiques et problemes des temps anciens 
et modernes. 2 öme öd. francaise, traduite d'apres la quatrieme 6d. anglaise 
et enrichie de nombreuses additions par J. Fitz-Patrick. 2 6me partie. Ques- 
tions de ge*ome*trie. Questions de mäcanique. Questions diverses. Carres 
magiques. Problemes des traces Continus. Trois problemes de geom&rie. 
Equation du 3' degre. Paris, Hermann. Frs. 6. — 

103. Fabby, E., Traitö de Mathematiques gänerales ä l'usage des chimistes, phy- 
siciens, ingenieurs et des Kleves des facultas des sciences. Avec une preTace 
de G. Darboux. Paris 1909, Hermann & Fils. 

104. Fexkner, Hugo, Arithmetische Aufgaben. Unter besonderer Berücksichtigung 
von Anwendungen aus dem Gebiete der Geometrie, Physik und Chemie, so- 
wie von Aufgaben über graphische Darstellungen. Ausgabe A. Teil I. 
6. verb. und verm. Aufl. Berlin 1909, Salle. .^ 2.20. 

105« Günther, Sieomund, Geschichte der Mathematik. I. Teil. Von den ältesten 
Zeiten bis Cartesius. (Sammlung Schubert XVIII.) Leipzig, Göschen. 

Geb. in Leinw. JC 9.60. 

106« Ihebino, Albuecht von, Die Wasserkraftmaschinen und die Ausnutzung der 
Wasserkräfte. („Aus Natur und Geisteswelt 11 , 228. Bändchen.) Leipzig, Teubner. 

107. Mensino, Fb., Bautechnisches Rechnen. Teil II: Die bürgerlichen Kechnungsr 
arten und deren Anwendung auf baugewerbliche Aufgaben (technisches, ge- 
schäftliches und volkswirtschaftliches Rechnen). („Der Unterricht an Bau- 
gewerkschulen" 29.) Leipzig u. Berlin 1909, Teubner. Kart. Ji 1.26. 

108« — Dasselbe, Teil HI: Technisches, geschäftliches und volkswirtschaftliches 
Rechnen (Kalkulationen). („Der Unterricht an Baugewerkschulen u 30.) Ebenda. 

Kart. JC 1.50. 

109. Müller, Felix, Führer durch die mathematische Literatur, mit besonderer 
Berücksichtigung der historisch wichtigen Schriften. (Abb. zur Gesch. der 
mathem. Wiss. XXVH. Heft.) Leipzig u. Berlin 1909, Teubner. 

JC 1 . — ; geb. in Leinw. JC 8. — 



Neue Bücher. — Eingelaufene Schriften. 437 

110. Pascal, Blaue, Oeuvres completes, pnbliees suivant Vordre chronologique 
avec documents oomplementaires, introductions et notee (Colleotion des 
Grands Jficrivains de la France). Premiere serie. Oeuvres jusqu'au Memorial 
de 1664. par Leon Brunschvigg et Pierre Boutroux. Paris, Hachette & Cie. 
8 volumes. brechet Frs. 22.60. 

111. Rby, Abel, Die Theorie der Physik bei den modernen Physikern. Deutsoh 
von Rudolf Eisler. (Philosophisch-soziologische Bücherei Bd. Xu.) Leipzig 
1909, Elinkhardt. JC 8.60; geb. JC 10.— 

112. Schäffkb, C, Natur-Paradoxe. Ein Buch für die Jugend zur Erklärung von 
Erscheinungen, die mit der täglichen Erfahrung im Widerspruch zu stehen 
scheinen. Nach W. Hampsons „Paradoxes of nature and scienoe". Leipzig 
u. Berlin, Teubner. Geb. in Leinw. JC 3. — 

113. Stlvestek, James Joseph, Collected mathematical papers. Vol. II (1864—1873). 
Cambridge, University Press. 18 s. 



Eingelaufene Schriften. 

[In dieser Abteilung werden alle eingelaufenen Schriften regelmäßig aufgeführt. 
Die Besprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Rücksendung findet 

nicht statt.] 

Abraham, M., Theorie der Elektrizität, II, s. N. B. („Neue Bücher 1 ') Nr. 87. 

O. Alauda, Die theoretische Ermittlung der Sonnen- und Mondparallaxe nebst 
einem Anhang über die astronomische Ermittlung dieser Parallaxen. Wien, 
Teichen, Leipzig; Prochaska. Geb. JC 1.60. 

, Über das Prinzip der allgemeinen Gravitation und die vollständige analy- 
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und höheren* birationalen Punkttransformationeiu (Sammlung Seh ubertXXVTIl i 
Leipzig, Göschen. Geb, Jt 10, — . 

Do li» ski, M. f Algebra und politische Arithmetik, s. N. B. 1. 
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— , Aufgaben dazu, s. N. B. 2 a. 

Girndt-Liebmann, Mathematische und technische Tabellen, s. N. ß. 86. 

Gibndt, M., Raumlehre. I. Lehre von den ebenen Figuren. („Der Unterricht an 
Baugewerkschulen 11 20.) 3. Auflage. Leipzig u. Berlin 1907, Teubner. 
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